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1 บทท่ี 1 

ฟังก์ชัน 

ในการศึกษาแคลคูลัสอาจกล่าวได้ว่าฟังก์ชันไม่ได้เป็นเพียงเครื่องมือที่ใช้ในการอธิบาย
ความสัมพันธ์ระหว่างปริมาณต่าง ๆ เท่านั้น แต่ฟังก์ชันยังเป็นเนื้อหาหลักของการศึกษาที่ใช้ในการทำ
ความเข้าใจในการเปลี่ยนแปลงอย่างลึกซึ้งมากยิ่งขึ้น แคลคูลัสเป็นสิ่งที่เกี่ยวข้องกับการเปลี่ยนแปลง
อย่างต่อเนื่อง และฟังก์ชันเป็นรากฐานที่สำคัญสำหรับการศึกษาแนวคิดหลักของแคลคูลัส เช่น ลิมิต 
อนุพันธ์ และปริพันธ์ 

ในการทำความเข้าใจเกี่ยวกับฟังก์ชันในทางแคลคูลัสเป็นสิ่งที่สำคัญเป็นอย่างยิ่งสำหรับผู้ที่
ต้องการศึกษาในทางคณิตศาสตร์และวิทยาศาสตร์ในระดับที่สูงขึ้น รวมถึงผู้ที่ต้องการนำความรู้ทาง
คณิตศาสตร์ไปประยุกต์ใช้ในการแก้ปัญหาต่าง ๆ ในสาขาวิชาต่าง ๆ ได้เช่นเดียวกัน 

 

1.1 นิยามของฟังก์ชัน (Definition of function) 

บทนิยาม 1.1 กำหนดให้ A  และ B  เป็นเซตใด ๆ ฟังก์ชัน (function) f  จากเซต A  ไปยัง

เซต B  เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ :f A B  คือเซตของคู ่อันดับ (order) ( , )a b  โดยที่ทุก

สมาชิก a A  จะมีสมาชิก b B  ที่ทำให้ ( , )a b f  และมีเงื่อนไขความสัมพันธ์คือคู่อันดับสอง

คู่ใด ๆ ถ้ามีสมาชิกตัวหน้าเหมือนกันแล้ว สมาชิกตัวหลังต้องเหมือนกัน 

 
จากบทนิยาม 1.1 จะเรียกเซตของสมาชิกตัวหน้าของคู่อันดับว่าโดเมน (domain) ของ

ฟังก์ชัน f  เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ { | ( , ) }
f
D a a b f  และจะเรียกเซตของสมาชิกตัวหลัง

ของคู่อันดับว่าเรนจ์ (range) ของฟังก์ชัน f  เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ { | ( , ) }
f
R b a b f  จะ

ได้ว่า 
f

A D  และ 
f
R B  

พิจารณาความสัมพันธ์ดังต่อไปนี้ว่าเป็นฟังก์ชันหรือไม่ 

1
{(1, ),(2, ),(3, ),(4, )}f a b c d  เป็นฟังก์ชัน 

2
{(1, ),(2, ),(3, ),(4, )}f a b a c  เป็นฟังก์ชัน 

3
{(1, ),(2, ),(3, ),(1, )}f a b c d  ไม่เป็นฟังก์ชัน เนื่องจาก 1 จับคู่กับ a  และ d  

พิจารณาคู่อันดับ ( , )x y f  ให้ ( )y f x  จะกล่าวว่า f  เป็นฟังก์ชันใด ๆ โดยที่ค่าของ

ฟังก์ชัน f  ที่ x  จะมีค่าเป็น y  หรือกล่าวไดว้่า y เป็นฟังก์ชันของตัวแปร x ในที่นี้ 
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- ตัวแปร x  จะเรียกว่า ตัวแปรอิสระ (independent variable) 

- ตัวแปร y  จะเรียกว่า ตัวแปรตาม (dependent variable) 

โดยอาจจะกล่าวอีกนัยหนึ่งว่าฟังก์ชันเป็นความสัมพันธ์ระหว่างตัวแปรอิสระกับตัวแปรตาม  

เมื่อแทนค่าตัวแปรอิสระ 1 ค่า จะได้ตัวแปรตาม 1 ค่า ดังตัวอย่างต่อไปนี้ 

 
ตัวอย่าง 1.1 จงเขียนฟังก์ชันของราคาค่าโดยสารรถแท็กซี่ โดยมีราคาเริ่มต้นที่ 35 บาท และคิด

ค่าโดยสารเพิ่มตามระยะทางที่เพ่ิม โดยคิดระยะทางกิโลเมตรละ 6 บาท ดังตารางต่อไปนี้ 

ระยะทาง (กม.) 0 1 2 3 4 

ค่าโดยสาร (บาท) 35 41 47 53 59 

วิธีทำ ให้ x  แทน ระยะทาง และ y  แทน ค่าโดยสาร จะเขียนฟังก์ชันในรูป ( )y f x  

จากโจทย์จะได้ว่า (0)f  35  35 6(0)  

  (1)f  41  35 6(1)  

  (2)f  47  35 6(2)  

  (3)f  53  35 6(3)  

  (4)f  59  35 6(4)  

ดังนั้น {(0,35),(1,41),(2,47),(3,53),(4,59)}f  เป็นฟังก์ชัน 

เขียนในรูปฟังก์ชันได้เป็น ( ) 35 6f x x  สำหรับ 0,1,2,3,4x  ◼ 

 

ตัวอย่าง 1.2 จงเขียนฟังก์ชันของราคาอาหารประเภทข้าวแกง โดยมีราคาเริ่มต้นที่จำนวนกับข้าว

ราดข้าว 1 อย่างราคา 25 บาท และคิดราคากับข้าวเพ่ิมอย่างละ 5 บาท 

จำนวนกับข้าว (อย่าง) 1 2 3 4 

ราคาอาหาร (บาท) 25 30 35 40 

วิธีทำ ให้ x  แทน จำนวนกับข้าว และ y  แทน ราคาอาหาร จะเขียนฟังก์ชันในรูป ( )y f x  

จากโจทย์จะได้ว่า (1)f  25  20 5(1) 

  (2)f  30  20 5(2) 

  (3)f  35  20 5(3)  

  (4)f  40  20 5(4)  
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ดังนั้น {(1,25),(2,30),(3,35),(4,40)}f  เป็นฟังก์ชัน 

เขียนในรูปฟังก์ชันได้เป็น ( ) 20 5f x x  สำหรับ 1,2,3,4x  ◼ 

 

1.1.1 กราฟของฟังก์ชัน (Graph of function) 

ให้ f  เป็นฟังก์ชันค่าจริงของตัวแปรอิสระค่าจริง x  ใด ๆ กราฟของฟังก์ชัน f  ใน

ระนาบ XY  คือคู่ลำดับ ( , ( ))x f x  หรือ ( , )x y  ที่สอดคล้องกับ ( )y f x  ดังรูป 1.1  

 

รูป 1.1 กราฟแสดงความสัมพันธ์ระหว่าง x  และ y  

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

ในการทดสอบว่ากราฟใดเป็นฟังก์ชันสามารถทำได้โดยการสร้างเส้นตรงที่ขนานแกน Y  ตัด
กับกราฟ หากมีเส้นตรงที่ตัดกราฟมากกว่า 1 จุด จะได้ว่ากราฟนั้นไม่เป็นฟังก์ชัน ดังรูป 1.2 

   

 (1) (2) 

 f  เป็นฟังก์ชัน f  ไม่เป็นฟังก์ชัน 

รูป 1.2 แสดงกราฟที่เป็นฟังก์ชัน และกราฟที่ไม่เป็นฟังก์ชัน 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 
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จากรูป 1.2(2) ไม่เป็นฟังก์ชัน เนื่องจากมีคู่อันดับ ( , )a b , ( , )a c  และ ( , )a d  ซ่ึง 
f

a D  นั้น จับคู่

กับสมาชิก 3 ตัว คือ ,b c  และ d  ซ่ึงไม่สอดคล้องกับบทนิยาม 1.1 

 

1.1.2 ฟังก์ชันที่นิยามทีละช่วง (Piecewise-defined functions) 

ในบางครั้ง ฟังก์ชันที่พิจารณา อาจจะอยู่ในรูปแบบที่ไม่สามารถกำหนดฟังก์ชัน
ออกมาในรูปแบบเดียวได้ เช่น ในการสั่งซื้อแก้วน้ำขนาด 22 ออนซ์ และมีการสกรีนชื่อร้านครบถ้วน 

โดยมีค่าใช้จ่ายดังนี้ 
จำนวน 1 – 500 ชิ้น   ราคาชิ้นละ 5 บาท 

จำนวน 501 – 1,000 ชิ้น  ราคาชิ้นละ 4 บาท 

จำนวนมากกว่า 1,000 ชิ้น  ราคาชิ้นละ 3 บาท 

สามารถนิยามฟังก์ชัน ( )y f x  ที่สอดคล้องกับได้ดังนี้ 

  

5 , 1 500 (1)

( ) 4 , 500 1,000 (2)

3 , 1,000 (3)

x x

f x x x

x x

 

เมื่อ x  คือจำนวนแก้วที่สั่ง (หน่วยเป็นชิ้น) และ y  คือค่าใช้จ่าย (หน่วยเป็นบาท) 

จากฟังก์ชันข้างต้น มีสมการที่แตกต่างกัน 3 สมการ และเงื่อนไขที่แตกต่างกัน อย่างไรก็ตาม 

( )y f x  ยังคงเป็นฟังก์ชันที่นิยามบนช่วงที่พิจารณา สำหรับจำนวนเต็ม 1x  

ในกรณีที่ฟังก์ชันที่นิยามทีละช่วงอยู่ในรูปค่าคงตัวทั้งหมด จะเรียกฟังก์ชันดังกล่าวว่าเป็น
ฟังก์ชันขั้นบันได (step function) ตัวอย่างเช่น ราคาค่าโดยสารรถเมล์ไฟฟ้าสายหนึ่ง เดินทางจาก

สถานีต้นทางไปยังสถานีปลายทาง โดยมีราคาค่าโดยสารเริ่มต้นที่ 15 บาท สำหรับระยะทาง 0 – 4 

กิโลเมตร และคิดราคาค่าโดยสาร 20 บาท สำหรับระยะทางตั้งแต่ 4 – 16 กิโลเมตร และคิดราคาค่า

โดยสาร 25 บาท สำหรับระยะทางตั้งแต่ 16 กิโลเมตรขึ้นไป แสดงไดดั้งตาราง 1.1 
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ตาราง 1.1 ราคาค่าโดยสารรถเมล์ไฟฟ้าสายหนึ่ง 

กม.   

0  สถานีต้นทาง 

2  15 สถานีที่ 1 

4  15 15 สถานีที่ 2 

6  20 15 15 สถานีที่ 3 

8  20 20 15 15 สถานีที่ 4 

10  20 20 20 15 15 สถานีที่ 5 

12  20 20 20 20 15 15 สถานีที่ 6 

14  20 20 20 20 20 15 15 สถานีที่ 7 

16  20 20 20 20 20 20 15 15 สถานีที่ 8 

18  25 20 20 20 20 20 20 15 15 สถานีที่ 9 

20  25 25 20 20 20 20 20 20 15 15 สถานีที่ 10 

22  25 25 25 20 20 20 20 20 20 15 15 สถานีที่ 11 

24  25 25 25 25 20 20 20 20 20 20 15 15 สถานีปลายทาง 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

ในที่นีส้ามารถนิยามฟังก์ชัน ( )y f x  ที่สอดคล้องกับตารางข้างต้นได้ดังนี้ 

  

15, 0 4 (1)

( ) 20, 4 16 (2)

25, 16 24 (3)

x

f x x

x

 

เมื่อ x  คือระยะทาง (หน่วยเป็นกิโลเมตร) และ y  คือค่าโดยสาร (หน่วยเป็นบาท) แสดงได้ดังรูป 

1.3 
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รูป 1.3 กราฟแสดงฟังก์ชันระหว่างระยะทางกับราคาค่าโดยสารรถเมล์ไฟฟ้า 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

ในกรณีที่สนใจระยะห่างของจำนวนใด ๆ จากจุด 0 บนเส้นจำนวน โดยที่ไม่สนใจทิศทางว่า

เป็นบวกหรือลบ เช่น ระยะห่างระหว่าง 0 ถึง 3 หรือระยะห่างระหว่าง 5  ถึง 0 จะนิยามค่า

สัมบูรณ์ดังนี้ 
 

บทนิยาม 1.2 ให้ x  เป็นจำนวนจริงใด ๆ ค่าสัมบูรณ์ (absolute value) ของ x  นิยามโดย 

   
, 0

| |
, 0

x x
x

x x
 

 
ฟังก์ชันที่นิยามทีละช่วงที่สอดคล้องกับค่าสัมบูรณ์ จะเรียกว่าฟังก์ชันค่าสัมบูรณ์ (absolute 

value function) ตัวอย่างเช่น ( ) | |f x x  หรือ ( ) | 1 |g x x  โดยที่ ( )g x  เมื่อเขียน

อยู่ในรูปฟังก์ชันที่นิยามทีละช่วง จะได้ว่า 

    
1, 1 0

( ) | 1 |
( 1), 1 0

x x
g x x

x x
 

หรือเขียนในอีกทำนองนึงได้ว่า 

  
1, 1

( ) | 1 |
( 1), 1

x x
g x x

x x
 

แสดงไดดั้งรูป 1.4 
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รูป 1.4 กราฟแสดงฟังก์ชันค่าสัมบูรณ์ 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

ในการโยนลูกบบอลให้ลอยขึ ้นบนฟ้า จะสังเกตว่าเมื ่อระยะเวลาผ่านไป ลูกบอลจะมี
ระยะทางวัดจากพ้ืนดินถึงลูกบอลจะเพ่ิมขึ้น หรือกล่าวได้ว่าเมื่อเวลาเพ่ิม ระยะทางเพ่ิมขึ้น จนกระทั่ง
ถึงจุดหนึ่งที่ลูกบอลลอยอยู่ในจุดสูงสุด หลังจากนั้นลูกบอลจะลอยตกลงมา วัดระยะทางจากพ้ืนดินถึง
ลูกบอลจะลดลง หรือกล่าวได้ว่าเมื่อเวลาเพิ่ม ระยะทางลดลง ลักษณะดังกล่าวสามารถนิยามได้ดังนี้ 
 

บทนิยาม 1.3 ให้ f  เป็นฟังก์ชันนิยามบนช่วงปิด I  ใด ๆ และให้ 
1
x  และ 

2
x  อยู่ในช่วงปิด I  

 1. ถ้า 
2 1
( ) ( )f x f x  โดยที่ 

1 2
x x  แล้ว จะกล่าวว่า f  เป็นฟังก์ชันเพิ่ม (increasing 

function) บนช่วงปิด I  

 2. ถ้า 
2 1
( ) ( )f x f x  โดยที่ 

1 2
x x  แล้ว จะกล่าวว่า f  เป็นฟังก์ชันลด (decreasing 

function) บนช่วงปิด I  

 

ตัวอย่างฟังก์ชันเพิ่มและฟังก์ชันลด แสดงได้ดังรูป 1.5 
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f  ลดบนช่วง ( ,0]  และ f  เพ่ิม บนช่วง [0, )  

รูป 1.5 กราฟแสดงฟังก์ชันเพ่ิม ฟังก์ชันลด 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

ฟังก์ชันบางประเภทเป็นฟังก์ชันที่อยู่ในรูปสมมาตร ซึ่งสามารถพิจารณาได้จากกราฟของ
ฟังก์ชัน หรือสามารถพิจารณาความสมมาตรจากบทนิยามดังนี้ 
 

บทนิยาม 1.4 ให้ ( )y f x  เป็นฟังก์ชัน 

 1. ฟังก์ชันคู่ (even function) นิยามโดย   ( ) ( )f x f x  

 2. ฟังก์ชันคี่ (odd function) นิยามโดย    ( ) ( )f x f x  

สำหรับ x  ที่อยู่ในโดเมนของฟังก์ชัน f  
 

ตัวอย่างฟังก์ชันคู่ ฟังก์ชันคี ่แสดงได้ดังรูป 1.6 
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 ฟังก์ชันคู่ ฟังก์ชันคี ่
รูป 1.6 กราฟแสดงฟังก์ชันคู่ ฟังก์ชันคี่ 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

 
1.1.3 การหาค่าของฟังก์ชัน (Evaluating function) 

ในการหาค่าฟังก์ชัน ( )y f x  สามารถทำได้โดยการแทนค่าตัวแปรอิสระ x  เป็น

ค่าหรือตัวแปรอ่ืนที่ต้องการลงในฟังก์ชันที่ต้องการหาค่า หลังจากนั้น จะทำการคำนวณค่าของฟังก์ชัน 
ดังตัวอย่างต่อไปนี้ 
 

ตัวอย่าง 1.3 กำหนดให้ ( ) 3 4f x x  จงหาค่าของฟังก์ชันต่อไปนี้ 

1) (2)f  

วิธีทำ จาก  ( )f x  3 4x  

ดังนั้น (2)f  3(2) 4  

   6 4  

   2  

นั่นคือ   (2) 2f  ◼ 

 

2) ( 3)f  

วิธีทำ จาก  ( )f x  3 4x  

ดังนั้น ( 3)f  3( 3) 4  
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  ( 3)f  9 4  

   13  

นั่นคือ   ( 3) 13f  ◼ 

 

3) (2 )f a  

วิธีทำ จาก  ( )f x  3 4x  

ดังนั้น (2 )f a  3(2 ) 4a  

   6 4a  

นั่นคือ   (2 ) 6 4f a a  ◼ 

 

4) 2( )f x  

วิธีทำ จาก  ( )f x  3 4x  

ดังนั้น 2( )f x  23( ) 4x  

   23 4x  

นั่นคือ   2 2( ) 3 4f x x  ◼ 

 

5) (2 3)f x  

วิธีทำ จาก  ( )f x  3 4x  

ดังนั้น (2 3)f x  3(2 3) 4x  

   6 9 4x  

   6 13x  

นั่นคือ   (2 3) 6 13f x x  ◼ 

 

ในกรณีค่าของฟังก์ชันที่ต้องการหาเป็นฟังก์ชันที่นิยามเป็นช่วง ๆ จะต้องพิจารณาเงื่อนไข
ของฟังก์ชัน ดังตัวอย่างต่อไปนี้ 
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ตัวอย่าง 1.4 กำหนดให้ 3

, 3

( ) 1, 1 3

2 , 1

x x

F x x x

x x

 จงหาค่าของฟังก์ชันต่อไปนี้ 

1) (3)F  

วิธีทำ จาก 3 0x  จะได้ว่า ( )F x x ,   3x  

ดังนั้น (3)F  3  ◼ 

 

2) (2)F  

วิธีทำ จาก 2x  ซ่ึง 1 2 3  จะได้ว่า 3( ) 1F x x ,   1 3x  

ดังนั้น (2)F  32 1 

   8 1 

   7  

นั่นคือ   (2) 7F  ◼ 

 
3) (1)F  

วิธีทำ จาก 1x  ซ่ึง 1 1 3  จะได้ว่า 3( ) 1F x x ,   1 3x  

ดังนั้น (1)F  31 1 

   1 1 

   0  

นั่นคือ   (1) 0F  ◼ 

 

4) ( 1)F  

วิธีทำ จาก 1 1x  จะได้ว่า ( ) 2F x x ,   1x  

ดังนั้น ( 1)F  2( 1)  

   2  

นั่นคือ   ( 1) 2F  ◼ 
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ตัวอย่าง 1.5 กำหนดให้ 2( 1) 2 9f x x x  จงหาค่าของ ( 2)f x  

วิธีทำ ให้ 1m x  ดังนั้น 1x m  

จาก  ( 1)f x  2 2 9x x  

ดังนั้น ( )f m  2( 1) 2( 1) 9m m  

   2 2 1 2 2 9m m m  

   2 4 12m m  

จะได้ ( 2)f x  2( 2) 4( 2) 13x x  

   2 4 4 4 8 12x x x  

   2 8x  

นั่นคือ   2( 2) 8f x x  ◼ 

 

1.1.4 ฟังก์ชันผกผัน (Inverse function) 

ก่อนที่จะศึกษาฟังก์ชันผกผัน จะต้องพิจารณาก่อนว่าฟังก์ชันที่สนใจนั้นเป็นฟังก์ชัน
หนึ่งต่อหนึ่งหรือไม ่

 

บทนิยาม 1.5 ให้ f  เป็นฟังก์ชันจากเซต A  ไปยังเซต B  จะกล่าวว่า f  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อ

หนึ่ง (one-to-one function) ก็ต่อเมื่อ สำหรับ 
1 2
,x x A  ถ้า 

1 2
( ) ( )f x f x  แล้ว 

1 2
x x  

เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ 1 1:f A B  

 

หมายเหตุ ในการพิจารณาว่าฟังก์ชันใดเป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง สามารถตรวจสอบได้โดย 

 1. ให้ f  เป็นฟังก์ช ันใด ๆ สมมติให้ 
1 2
( ) ( )f x f x  ถ้าสามารถแสดงได ้ว่า 

1 2
x x  จะสรุปได้ว่า f  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 

 2. ในกรณีถ้ามีตัวแปรตามบางค่า มีค่าแปรตามตัวแปรอิสระมากกว่า 1 ค่า จะสรุป

ได้ว่าฟังก์ชันที่พิจารณาไม่เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 
 3. พิจารณาจากกราฟ โดยวาดเส้นตรงที่ขนานแกน X  หากเส้นตรงตัดกราฟของ

ฟังก์ชันอย่างน้อย 2 จุด นั่นคือจุด 
1 1
( , ( ))x f x  และจุด 

2 2
( , ( ))x f x  จะได้ว่า 

1 2
( ) ( )f x f x  แต่ 

1 2
x x  ดังนั้นไม่เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 
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ตัวอย่าง 1.6 กำหนดให้ ( ) 1f x x  จงพิจารณาว่า f  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งหรือไม่ 

วิธีทำ สมมติให้ 
1
( )f x  

2
( )f x  

ดังนั้น 
1
1x  

2
1x  

จะได้ว่า 
1
x  

2
x  

นั่นคือ   f  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง ◼ 

 

ตัวอย่าง 1.7 กำหนดให้ 2( ) 1f x x  จงพิจารณาว่า f  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งหรือไม่ 

วิธีทำ จาก  ( )f x  2 1x  

จะได้ว่า (1)f  2(1) 1 

   1 1  

   2  

และ  ( 1)f  2( 1) 1  

   1 1  

   2  

เนื่องจาก มีตัวแปรตาม คือ 2 ซ่ึงแปรค่าตามตัวแปรอิสระ 2 ค่า คือ 1 และ 1  

ดังนั้น   f  ไม่เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง ◼ 

 

ในการพิจารณาว่าฟังก์ชันใดเป็นฟังก์ชันผกผันของอีกฟังก์ชันหนึ่ง จะพิจารณาดังบทนิยาม
ต่อไปนี้ 
 

บทนิยาม 1.6 ให้ ( )y f x  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง จะเรียก ( )x f y  ที่เกิดจากการสลับตัว

แปรอิสระและตัวแปรตามว่าฟังก์ชันผกผัน (inverse function) ของ ( )y f x  และจะแทนด้วย

สัญลักษณ์ 1( )y f x  

 

ตัวอย่าง 1.8 กำหนดให้ ( ) 2 1f x x  จงหา 1( )f x  

วิธีทำ ขั้นตอนที่ 1 พิจารณาว่า f  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 

สมมติให้ 
1
( )f x  

2
( )f x  
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ดังนั้น 
1
2 1x  

2
2 1x  

จะได้ว่า 
1
2x  

2
2x  

  
1
x  

2
x  

ดังนั้น   f  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 

ขั้นตอนที่ 2 หาฟังก์ชันผกผัน 

จาก  y  2 1x  

ดังนั้น x  2 1y  

  1x  2y  

  
1

2

x
 y  

นั่นคือ   1 1
( )

2

x
f x  ◼ 

 

ตัวอย่าง 1.9 กำหนดให้ ( ) 1f x x  จงหา 1( )f x  

วิธีทำ ขั้นตอนที่ 1 พิจารณาว่า f  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 

สมมติให้ 
1
( )f x  

2
( )f x  

ดังนั้น 
1
1x  

2
1x , 

1 2
, 1x x  

จะได้ว่า 
1
1x  

2
1x , 

1 2
, 1x x  

  
1
x  

2
x ,  

1 2
, 1x x  

ดังนั้น   f  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง เมื่อ 1x  

ขั้นตอนที่ 2 หาฟังก์ชันผกผัน 

จาก  y  1x , 1x  

ดังนั้น x  1y , 1x  

  2x  1y , 1x  

  2 1x  y ,  1x  

นั่นคือ   1 2( ) 1f x x  เมื่อ 1x  ◼ 
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1.2 ประเภทของฟังก์ชัน (Type of function) 

ฟังก์ชันที่มักพบเจอจะแบ่งได้เป็น 2 ชนิด คือ ฟังก์ชันพีชคณิตและฟังก์ชันอดิศัย 

 
1.2.1 ฟังก์ชันพีชคณิต (Algebraic function) 

ฟังก์ชันพีชคณิต คือฟังก์ชันที่แต่ละนิพจน์ประกอบด้วยค่าคงตัวและพจน์ของ nx  

เมื่อ n  เป็นจำนวนจริงใด ๆ ภายใต้การดำเนินการบวก ลบ คูณ หาร โดยฟังก์ชันที่พบบ่อย ได้แก่ 

 

1. ฟังก์ชันเชิงเส้น (linear function) คือฟังก์ชันที่อยู่ในรูป 

  ( )f x mx c  

 สำหรับค่าคงตัว m  และ c  ใด ๆ 

- กรณี 0m  จะได้ว่า ( )f x c  เรียกว่าฟังก์ชนัค่าคงตัว (constant function) 

- กรณี 1m  และ 0c  จะได้ว่า ( )f x x  เรียกว่าฟังก์ชันเอกลักษณ์ (identity 

function) 

ตัวอย่างฟังก์ชันเชิงเส้น แสดงได้ดังรูป 1.7 

 

   

 (1) (2) 

รูป 1.7 กราฟแสดงฟังก์ชันเชิงเส้น 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

  



16 | บทที่ 1 ฟังก์ชัน  2-212-103 แคลคูลัส 1 

2. ฟังก์ชันยกกำลัง (power function) คือฟังก์ชันที่อยู่ในรูป 

  ( ) kf x x  

 สำหรับค่าคงตัว k  ใด ๆ 

- กรณี k n  เป็นจำนวนเต็มบวก ( ) nf x x  และโดเมนของกราฟคือจำนวนจริง 

- กรณี k n  เป็นจำนวนเต็มลบ 1
( )

n
f x

x
 และโดเมนของกราฟคือจำนวนจริง ยกเว้น 

0x  

- กรณี 1
k
n

 เป ็นเศษส ่วน 1/( ) nf x x  จะเร ียกว ่าฟังก ์ช ันรากท ี ่  n (nth root 

function) โดเมนของกราฟจะพิจารณาจากรากต่าง ๆ 

ตัวอย่างฟังก์ชันยกกำลัง แสดงได้ดังรูป 1.8  

 

    

 (1) (2) (3) 

รูป 1.8 กราฟแสดงฟังก์ชันยกกำลัง 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

3. ฟังก์ชันพหุนาม (polynomial function) คือฟังก์ชันที่อยู่ในรูป 

  1 2

1 2 1 0
( ) n n

n n
p x a x a x a x a x a  

 เมื่อ 
0 1
, , ,

n
a a a  เป็นจำนวนจริง และ n  เป็นจำนวนเต็มบวกหรือศูนย์ 

 ถ้า 0
n
a  จะเรียก f  ว่าฟังก์ชันพหุนามระดับชั้น n (degree n ) 

ตัวอย่างฟังก์ชันพหุนาม แสดงได้ดังรูป 1.9  
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รูป 1.9 กราฟแสดงฟังก์ชันพหุนาม 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

4. ฟังก์ชันตรรกยะ (rational function) คือฟังก์ชันที่เขียนในรูป 

  ( )
( )

( )

p x
f x

q x
 

 โดยที่ ( )p x  และ ( )q x  เป็นฟังก์ชันพหุนาม และ ( ) 0q x  

ตัวอย่างฟังก์ชันตรรกยะ แสดงได้ดังรูป 1.10 

 

  

รูป 1.10 กราฟแสดงฟังก์ชันตรรกยะ 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 
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1.2.2 ฟังก์ชันอดิศัย (Transcendental function) 

ฟังก์ชันอดิศัย คือฟังก์ชันที่ไม่ใช่ฟังก์ชันพีชคณิต ในตำราเล่มนี้ จะศึกษาฟังก์ชัน
อดิศัยที่ประกอบด้วยฟังก์ชันเลขชี้กำลัง ฟังก์ชันลอการิทึม ฟังก์ชันตรีโกณมิติ และฟังก์ชันตรีโกณมิติ
ผกผัน ซึ่งฟังก์ชันอดิศัยถือเป็นฟังก์ชันสำคัญที่จะศึกษาในหัวข้ออนุพันธ์และปริพันธ์เป็นอย่างมาก 
ผู้เรียนสามารถศึกษารายละเอียดของฟังก์ชัน รวมถึงคุณสมบัติ เพิ ่มเติมของฟังก์ชันอดิศัยได้ที่
ภาคผนวกท้ายเล่ม 

หมายเหตุ  ในการหาค่าฟังก์ชันอดิศัย สามารถทำได้ในทำนองเดียวกันกับการหาค่าฟังก์ชัน
พีชคณิต โดยการแทนค่าตัวแปรอิสระด้วยตัวแปรอื่น ๆ หรือค่าที่ต้องการหา 
หลังจากนั้นคำนวณค่าของฟังก์ชันตามแต่ละประเภทของฟังก์ชันอดิศัย 

 

1.3 พีชคณิตของฟังก์ชัน (Algebra of function) 

พีชคณิตของฟังก์ชันเป็นการนำฟังก์ชันตั้งแต่สองฟังก์ชันขึ้นไปมาดำเนินการทางคณิตศาสตร์ 
ได้แก่ การบวก การลบ การคูณ และการหาร เพ่ือให้ได้ฟังก์ชันใหม่ขึ้นมาดังบทนิยาม 1.7 

บทนิยาม 1.7 ให้ f  และ g  เป็นฟังก์ชันใด ๆ ของตัวแปรอิสระ x  

 1. ฟังก์ชันผลบวก (addition function) f g  คือฟังก์ชันซึ่งนิยามโดย 
   ( )( ) ( ) ( )f g x f x g x  

    โดยที่ 
f g f g
D D D  

 2. ฟังก์ชันผลลบ (minus function) f g  คือฟังก์ชันซึ่งนิยามโดย 
   ( )( ) ( ) ( )f g x f x g x  

    โดยที่ 
f g f g
D D D  

 3. ฟังก์ชันผลคูณ (multiplication function) f g  คือฟังก์ชันซึ่งนิยามโดย 
   ( )( ) ( ) ( )f g x f x g x  

    โดยที่ 
f g f g
D D D  

 4. ฟังก์ชันผลหาร (dividing function) 
f

g
 คือฟังก์ชันซึ่งนิยามโดย 

   ( )
( )

( )

f f x
x

g g x
 

    โดยที่ { | ( ) 0}
f f g g

g

D D D x D g x  
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ตัวอย่าง 1.10 กำหนดให้ 2( ) 2f x x x  และ ( ) 1g x x  จงหาค่าของฟังก์ชันต่อไปนี้ 

1) ( )( )f g x  

วิธีทำ จาก  ( )( )f g x  ( ) ( )f x g x  

ดังนั้น ( )( )f g x  2( 2) ( 1)x x x  

   2 2 1x x x  

   2 1x  

นั่นคือ   2( )( ) 1f g x x  ◼ 

 

2) ( )( )f g x  

วิธีทำ จาก  ( )( )f g x  ( ) ( )f x g x  

ดังนั้น ( )( )f g x  2( 2) ( 1)x x x  

   2 2 1x x x  

   2 2 3x x  

นั่นคือ   2( )( ) 2 3f g x x x  ◼ 

 

ตัวอย่าง 1.11 กำหนดให้ 2( ) 2 3f x x x  และ ( ) 1g x x  จงหาค่าของฟังก ์ชัน

ต่อไปนี้ 
1) ( )( )f g x  

วิธีทำ จาก  ( )( )f g x  ( ) ( )f x g x  

ดังนั้น ( )( )f g x  2( 2 3)( 1)x x x  

   3 2 22 2 3 3x x x x x  

   3 2 5 3x x x  

นั่นคือ   3 2( )( ) 5 3f g x x x x  ◼ 
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2) ( )
f
x

g
 

วิธีทำ จาก  ( )
f
x

g
 

( )

( )

f x

g x
,              ( ) 0g x  

ดังนั้น ( )
f
x

g
 

2 2 3

1

x x

x
, 1x  

   ( 3)( 1)

1

x x

x
, 1x  

   3x ,  1x  

นั่นคือ   ( ) 3
f
x x

g
 เมื่อ 1x  ◼ 

 

ตัวอย่าง 1.12 กำหนดให้ 
2, 1

( )
2 , 1

x x
f x

x x
 และ 

3 , 1
( )

1 2 , 1

x x
g x

x x
 

จงหาค่าของ ( )(1)f g  

วิธีทำ จาก  ( )( )f g x  ( ) ( )f x g x  

เนื่องจาก ( )f x  2x ,  1x  

และ  ( )g x  3x ,  1x  

ดังนั้น ( )( )f g x  2 3x x  

  ( )(1)f g  21 3(1) 

   1 3 

   4  

นั่นคือ   ( )(1) 4f g  ◼ 

 

ตัวอย่าง 1.13 กำหนดให้ 
, 0

( )
3 , 0

x

x

e x
f x

x
 และ 

cos , 0
( )

sin , 2

x x
g x

x x
 

จงหาค่าของ ( )(0)f g  

วิธีทำ จาก  ( )( )f g x  ( ) ( )f x g x  
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เนื่องจาก ( )f x  xe ,  0x  

และ  ( )g x  cosx , 0 x  

ดังนั้น ( )( )f g x  cosxe x  

  ( )(0)f g  0 cos0e  

   (1)(1)  

   1  

นั่นคือ   ( )(0) 1f g  ◼ 

 

1.4 ฟังก์ชันประกอบ (Composite function) 

ในการรวมฟังก์ชันตั้งแต่ 2 ฟังก์ชันขึ้นไปให้เป็น 1 ฟังก์ชัน จะอาศัยสิ่งที่เรียกว่าฟังก์ชัน

ประกอบดังบทนิยาม 1.8 

 
บทนิยาม 1.8 ให้ :g A B  และ :f B C  เป็นฟังก์ชัน ซึ่ง 

g f
R D  จะกล่าวว่า

ฟังก์ชันประกอบ (composite function) ของ f  โดย g  เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ f g  นิยาม

โดย 
   ( )( ) ( ( ))f g x f g x  

โดยที่โดเมนของฟังก์ชัน คือ { | ( ) }
f g g g f
D x D f x R D  แสดงได้ดังรูป 1.11 

  

รูป 1.11 แผนภาพแสดงฟังก์ชันประกอบ f g  

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 
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ในทำนองเดียวกัน ให้ :f A B  และ :g B C  เป็นฟังก์ชัน ซึ่ง 
f g
R D  

เราจะกล่าวว่าฟังก์ชันประกอบของ g  โดย f  เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ g f  นิยามโดย 

  ( )( ) ( ( ))g f x g f x  

โดยที่โดเมนของฟังก์ชัน คือ { | ( ) }
g f f f g
D x D f x R D  

 

หมายเหตุ 1. กรณีฟังก์ชันประกอบของฟังก์ชันตั ้งแต่ 2 ฟังก์ชันขึ้นไป พิจารณาในทำนอง

เดียวกัน เช่น ( )( ) ( ( ( )))f g h x f g h x  สำหรับทุก 
f g h

x D  

 2. ( )( ) ( )( )g f x f g x  

 3. ( )( ) ( ) ( )g f x g x f x  

 

ตัวอย่าง 1.14 กำหนดให้ ( ) 2 5f x x , ( ) 3 4g x x  และ 2( )h x x  จงหาค่าของ

ฟังก์ชันต่อไปนี้ 
1) ( )( )f g x  

วิธีทำ   ( )( )f g x  ( ( ))f g x  

   2 ( ) 5g x  

   2(3 4) 5x  

   6 8 5x  

   6 13x  

ดังนั้น   ( )( ) 6 13f g x x  ◼ 

2) ( )( )g f x  

วิธีทำ   ( )( )g f x  ( ( ))g f x  

   3 ( ) 4f x  

   3(2 5) 4x  

   6 15 4x  

   6 19x  

ดังนั้น   ( )( ) 6 19g f x x  ◼ 

จาก ( ) 2 5f x x  

จาก ( ) 3 4g x x  
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3) ( ) ( )f x g x  

วิธีทำ   ( ) ( )f x g x  (2 5)(3 4)x x  

   26 8 15 20x x x  

   26 23 20x x  

ดังนั้น   2( ) ( ) 6 23 20f x g x x x  ◼ 

 
4) ( )( )f g h x  

วิธีทำ   ( )( )f g h x  ( ( ( )))f g h x  

   2 ( ( )) 5g h x  

   2 3 ( ) 4 5h x  

   22 3 4 5x  

   26 8 5x  

   26 13x  

ดังนั้น   2( )( ) 6 18f g h x x  ◼ 

 

ตัวอย่าง 1.15 กำหนดให้ ( ) 4f x x  และ . ( ) 3g x x . จงหาค่าของฟังก์ชันต่อไปนี้ 

1) ( )(10)f g  

วิธีทำ จาก  ( )( )f g x  ( ( ))f g x  

ดังนั้น ( )(10)f g  ( (10))f g  

   (10) 4g  

   (10 3) 4  

  ( )(10)f g  9  

   3  

นั่นคือ   ( )(10) 3f g  ◼ 

 

จาก ( ) 2 5f x x  

จาก ( ) 3 4g x x  

จาก ( ) 4f x x  
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2) ( )(8)g f  

วิธีทำ จาก  ( )( )g f x  ( ( ))g f x  

ดังนั้น ( )(8)g f  ( (8))g f  

   (8) 3f  

   8 4 3  

   4 3  

   2 3  

   5  

นั่นคือ   ( )(8) 5g f  ◼ 

 

ตัวอย่าง 1.16 กำหนดให้ 
cos , 2
2( )

sin , 2
2

x
x

f x
x

x
 และ 

1 ; 1
( )

ln ; 1

xe x
g x

x x
 

จงหาค่าของ ( )(1)f g  

วิธีทำ จาก  ( )( )f g x  ( ( ))f g x  

ดังนั้น ( )(1)f g  ( (1))f g  

จาก  ( )g x  lnx , 1x  

ดังนั้น (1)g  ln1 0  

นั่นคือ ( (1))f g  (0)f  

จาก  ( )f x  cos
2

x
, 2x  

ดังนั้น (0)f  cos0  

  (0)f  1  

นั่นคือ   ( )(1) 1f g  ◼ 

  

จาก ( ) 3g x x  
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1.4.1 การเขียนฟังก์ชันในรูปของฟังก์ชันประกอบ (Expressing a function as a 

composite function) 

ในบางครั้งปัญหาทางคณิตศาสตร์จำนวนมากสามารถแก้ปัญหาได้โดยการ "แยก" 

ฟังก์ชันที่ต้องการพิจารณาออกเป็นฟังก์ชันในรูปที่ง่ายกว่า ตัวอย่างเช่น พิจารณาฟังก์ชัน h  นิยาม
โดย 3( ) ( 1)h x x  

ในการหาค่าของฟังก์ชัน ( )h x  ในขั้นตอนแรกจะทำการหาค่า 1x  ก่อน หลังจากนั้น ใน

ขั้นตอนที่สอง จะนำผลลัพธ์ที่ได้จากข้ันตอนแรกมายกกำลัง 3 จึงได้คำตอบ 

โดยทั่วไปอาจจะมองเป็นขั้นตอนในการทำ เช่นขั้นตอนที่ 1 ขั้นตอนที่ 2 แล้วกำหนดฟังก์ชัน

ให้สอดคล้อง โดยกำหนดให้ ( ) 1g x x  และ 3( )f x x  ดังนั้นสามารถเขียนฟังก์ชัน h  ในรูป

ของฟังก์ชันประกอบได้ คือ h f g  จะได้ว่า 
3 3( )( ) ( ( )) [ ( )] ( 1) ( )f g x f g x g x x h x  

ในการแยกฟังก์ชันที่พิจารณาออกมาในรูปแบบของฟังก์ชันประกอบ จะพิจารณาฟังก์ชัน
อย่างน้อย 2 ฟังก์ชัน โดยฟังก์ชันแรกจะเรียกว่าฟังก์ชันด้านใน (inner function) กำหนดให้เป็น

ฟังก์ชัน g  และฟังก์ชันที่สองจะเรียกว่าฟังก์ชันด้านนอก (outer function) กำหนดให้เป็นฟังก์ชัน 

f  ตัวอย่างการพิจารณาฟังก์ชันด้านในและฟังก์ชันด้านนอก แสดงไดดั้งตาราง 1.2 

ตาราง 1.2 แสดงการแยกฟังก์ชันในรูปแบบของฟังก์ชันประกอบ 

ฟังก์ชัน ฟังก์ชันด้านใน 

( )g x  

ฟังก์ชันด้านนอก 

( )f x  

( )( ) ( ( ))f g x f g x  

5( 1)x  1x  5x  
5( 1) ( ( ))x f g x  

2sin( 1)x  2 1x  sinx  
2sin( 1) ( ( ))x f g x  

5cos x  cosx  5x  
5cos ( ( ))x f g x  

3 1x x  3 1x x  x  3 1 ( ( ))x x f g x  

ln(1 )x  1 x  lnx  ln(1 ) ( ( ))x f g x  

1

1 cosx
 1 cosx  1

x
 

1
( ( ))

1 cos
f g x

x
 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 
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จากตาราง 1.2 ผู้เรียนจะเห็นว่าสามารถมองฟังก์ชันที่ซับซ้อน ให้อยู่ในรูปของฟังก์ชัน

ประกอบ ซึ่งการแยกฟังก์ชันในรูปแบบของฟังก์ชันประกอบ จะช่วยในการหาอนุพันธ์และปริพันธ์ของ
ฟังก์ชันได้ง่ายยิ่งขึ้น 

 
1.5 การใชซ้อฟต์แวร์ในการลงจุดกราฟ (Graphing with software) 

ในปัจจุบันอุปกรณ์ฮาร์ดแวร์ต่าง ๆ เช่น คอมพิวเตอร์ เครื่องคิดเลข และสมาร์ทโฟน ซึ่งมี
ซอฟต์แวร์หรือแอปพลิเคชันในการลงจุดกราฟอยู่มากมาย ทำให้ผู ้เรียนสามารถลงจุดกราฟของ
ฟังก์ชันที่ซับซ้อนได้อย่างแม่นยำ ซึ่งเมื่อพิจารณาฟังก์ชัน จะสังเกตได้ว่าหลายฟังก์ชันไม่สามารถลงจุด
กราฟได้ง่าย ๆ ด้วยวิธีอ่ืน 

อย่างไรก็ตาม ในการใช้ซอฟต์แวร์ลงจุดกราฟ ผู้เรียนจะต้องใช้ความระมัดระวัง เนื่องจาก
ผลลัพธ์ที่ได้อาจจะคลาดเคลื่อนจากการปรับขนาดหน้าจอหรือปรับขนาดที่ผิดเพ้ียนต่าง ๆ ซึ่งจะทำให้
การแสดงผลและการพิจารณาคุณสมบัติของกราฟมีความผิดเพ้ียน 

เพื่อป้องกันการผิดเพี้ยนจากการลงจุดกราฟ ผู้เรียนจะต้องพิจารณาตารางสี่เหลี่ยมจัตุรสับน
กราฟ โดยให้ความยาว 1 หน่วยด้านแกน X  จะมีความยาวเท่ากับความยาว 1 หน่วยด้านแกน Y  

แสดงไดดั้งรูป 1.12 

  

รูป 1.12 กราฟแสดงตารางสี่เหลี่ยมจัตุรัสบนแกน XY  

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

เมื่อกราฟแสดงในโหมดเริ่มต้น ความยาวหน่วยของแกน X  อาจแตกต่างจากความยาว

หน่วยของแกน Y  ซึ่งเกิดจากการปรับขนาด ความแตกต่างในการปรับขนาดนี้อาจทำให้เกิดความ
ผิดเพี้ยนทางสายตา ซึ่งอาจนำไปสู่การตีความพฤติกรรมของฟังก์ชันที่ผิดพลาดได้  ดังนั้นก่อนการใช้
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งานซอฟต์แวร์หรือแอปพลิเคชันในการลงจุดกราฟ จึงควรปรับขนาดให้ความยาวหน่วยของแกน X  

และความยาวหน่วยของแกน Y  ให้เท่ากันก่อนที่จะลงจุดกราฟ 

ในการลงจุดกราฟของฟังก์ชันต่าง ๆ ในตำราเล่มนี้จะขอนำเสนอการวาดกราฟผ่านเว็บไซต์ 
http://www.desmos.com ผู้เรียนสามารถศึกษาเพ่ิมเติมได้ที่ภาคผนวกท้ายเล่ม 

 

สรุปเนื้อหาในบทที่ 1 

ฟังก์ชันเป็นความสัมพันธ์ระหว่างตัวแปรอิสระกับตัวแปรตาม เมื่อแทนค่าตัวแปรอิสระ 1 ค่า 

จะได้ตัวแปรตาม 1 ค่า โดยที่ประเภทของฟังก์ชันที่ศึกษา แบ่งออกไดเ้ป็นฟังก์ชันพีชคณิตและฟังก์ชัน

อดิศัย ในการหาค่าของฟังก์ชันสามารถหาค่าของฟังก์ชันได้ โดยการแทนค่าตัวแปรอิสระเป็นตัวแปร
อ่ืนหรือค่าท่ีต้องการหา หลังจากนั้นทำการหาค่าออกมา 

พีชคณิตของฟังก์ชัน คือการดำเนินการของฟังก์ชันตั ้งแต่ 2 ฟังก์ชันขึ ้นไปภายใต้การ

ดำเนินการบวก ลบ คูณ และหาร 
ฟังก์ชันประกอบ คือการรวมฟังก์ชันตั้งแต่ 2 ฟังก์ชันขึ้นไปให้เป็น 1 ฟังก์ชัน ในทำนอง

เดียวกัน ฟังก์ชันที่อยู่ในรูปทีซ่ับซ้อนสามารถแยกฟังก์ชันออกมาในรูปแบบของฟังก์ชันประกอบได ้

 
  

http://www.desmos.com/
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แบบฝึกหัดท้ายบทที่ 1 

1. กำหนดให้ 2( ) 3 2f x x x  จงหาค่าของฟังก์ชันต่อไปนี้ 
1.1 (2)f  1.2 (3)f  

1.3 ( 4)f  1.4 ( 3)f  

1.5 ( )f a  1.6 2( )f x  

2. กำหนดให้ 
2

, 1 0

( ) 3 , 0 3

2 , 3 5

x x

H x x x

x x

 จงหาค่าของฟังก์ชันต่อไปนี้ 

2.1 (0)H  2.2 (4)H  

2.3 
1

2
H  2.4 (3)H  

3. กำหนดให้ 2( )f x x  และ 2( )g x x x  จงหาค่าของฟังก์ชันต่อไปนี้ 
3.1 ( )( )f g x  3.2 ( )( )f g x  

3.3 ( )( )f g x  3.4 ( )
f
x

g
 

4. จงหาฟังก์ชันประกอบ ( )( )f g x  และ ( )( )g f x  จากฟังก์ชันที่กำหนดต่อไปนี้ 
4.1 ( ) 3 1f x x ,  ( ) 4 2g x x  

4.2 ( ) 5 2f x x ,  ( ) 4g x x  

4.3 2( )f x x ,  ( )g x x  

4.4 ( ) sinf x x ,  2( ) 9g x x  

4.5 ( ) xf x e ,  ( ) cos2g x x  

4.6 2( ) 1 cosf x x , ( ) ln( 1)g x x  

5. กำหนดให้ 2( ) 1f x x  และ 
; 3

( )
2 ; 3

x x
g x

x x
 จงหาค่าของฟังก์ชันต่อไปนี้ 

5.1 ( )(8)f g  5.2 ( )( 1)f g  

5.3 ( )(4)g f  5.4 ( )( 3)g f  
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2 บทท่ี 2 

ลิมิตและความต่อเนื่องของฟังก์ชัน 

ในการศึกษาแคลคูลัส สิ่งหนึ่งที่ผู้เรียนต้องรู้จักซึ่งถือว่าเป็นพื้นฐานเริ่มต้นนั่นคือเรื่องของ
ลิมิต ซึ่งลิมิตถือเป็นพื้นฐานที่ต่อยอดไปสู่หัวข้อต่าง ๆ ของแคลคูลัส ไม่ว่าจะเป็นความต่อเนื่องของ
ฟังก์ชัน อนุพันธ์ของฟังก์ชัน ปริพันธ์ของฟังก์ชัน และอีกหลากหลายหัวข้อ หากผู้เรียนมีความเข้าใจที่
ดีในเรื่องของลิมิต จะสามารถต่อยอดการเรียนในหัวข้ออ่ืน ๆ ทีใ่ช้ลิมิตเป็นพ้ืนฐานได ้
 

2.1 ลิมิตของฟังก์ชัน (Limit of a function) 

พิจารณาฟังก์ชัน ( ) 2 1f x x  โดยพิจารณาค่าของ ( )f x  เมื่อ x  เข้าใกล้ 1 โดยการ

สร้างตารางหาค่า x  เข้าใกล้ 1 ทางซ้ายและทางขวา แสดงได้ดังตาราง 2.1 

ตาราง 2.1 แสดงค่าของ ( )f x  เมื่อ x  เข้าใกล้ 1 ทางซ้ายและทางขวา 

x f(x)  x f(x) 

0 1  2 5 

0.5 2  1.5 4 

0.9 2.8  1.1 3.2 

0.99 2.98  1.01 3.02 

0.999 2.98  1.001 3.002 

     

1 3  1 3 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

จากตาราง 2.1 เมื่อ x  มีค่าเข้าใกล้ 1 ทางซ้าย หรือ 1x  จะได้ว่าค่าของฟังก์ชัน f  มี

ค่าเข้าใกล้ 3 จะกล่าวว่าลิมิตของฟังก์ชัน f  เมื่อ x  มีค่าเข้าใกล้ 1 ทางซ้าย มีค่าเท่ากับ 3 เขียน

แทนด้วยสัญลักษณ์ 
1
lim ( ) 3
x
f x  และเมื่อ x  มีค่าเข้าใกล้ 1 ทางขวา หรือ 1x  จะได้ว่าค่า

ของฟังก์ชัน f  มีค่าเข้าใกล้ 3 จะกล่าวว่าลิมิตของฟังก์ชัน f  เมื่อ x  มีค่าเข้าใกล้ 1 ทางขวา มีค่า

เท่ากับ 3 เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ 
1
lim ( ) 3
x
f x  
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สรุปได้ว่า เมื่อ x  มีค่าเข้าใกล้ 1 จะได้ว่าค่าของฟังก์ชัน f  มีค่าเข้าใกล้ 3 เราจะกล่าวว่า

ลิมิตของฟังก์ชัน f  เมื่อ x  มีค่าเข้าใกล้ 1 มีค่าเท่ากับ 3 เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ 
1
lim ( ) 3
x
f x  

และสามารถแสดงกราฟของฟังก์ชันได้ดังรูป 2.1 

 

  

รูป 2.1 กราฟของฟังก์ชัน ( ) 2 1f x x  

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

พิจารณาฟังก์ชัน 
2 1

( )
1

x
f x

x
 โดยพิจารณาค่าของ ( )f x  เมื่อ x  เข้าใกล้ 1 โดยการ

สร้างตารางหาค่า x  เข้าใกล้ 1 ทางซ้ายและทางขวา แสดงไดดั้งตาราง 2.2 

ตาราง 2.2 แสดงค่าของ ( )f x  เมื่อ x  เข้าใกล้ 1 ทางซ้ายและทางขวา 

x f(x)  x f(x) 

0 1  2 3 

0.5 1.5  1.5 2.5 

0.9 1.9  1.1 2.1 

0.99 1.99  1.01 2.01 

0.999 1.999  1.001 2.001 

     

1 หาค่าไม่ได้  1 หาค่าไม่ได้ 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 
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จากตาราง 2.2 เมื่อ x  มีค่าเข้าใกล้ 1 ทางซ้าย หรือ 1x  จะได้ว่าค่าของฟังก์ชัน f  มี

ค่าเข้าใกล้ 2 จะกล่าวว่าลิมิตของฟังก์ชัน f  เมื่อ x  มีค่าเข้าใกล้ 1 ทางซ้าย มีค่าเท่ากับ 2 เขียน

แทนด้วยสัญลักษณ์ 
1
lim ( ) 2
x
f x  และเมื่อ x  มีค่าเข้าใกล้ 1 ทางขวา หรือ 1x  จะได้ว่าค่า

ของฟังก์ชัน f  มีค่าเข้าใกล้ 2 จะกล่าวว่าลิมิตของฟังก์ชัน f  เมื่อ x  มีค่าเข้าใกล้ 1 ทางขวา มีค่า

เท่ากับ 2 เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ 
1
lim ( ) 2
x
f x  

สรุปได้ว่า เมื่อ x  มีค่าเข้าใกล้ 1 จะได้ว่าค่าของฟังก์ชัน f  มีค่าเข้าใกล้ 2 จะกล่าวว่าลิมิต

ของฟังก์ชัน f  เมื่อ x  มีค่าเข้าใกล้ 1 มีค่าเท่ากับ 2 เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ 
1
lim ( ) 2
x
f x  

และสามารถแสดงกราฟของฟังก์ชันได้ดังรูป 2.2 

 

  

รูป 2.2 กราฟของฟังก์ชัน 
2 1

( )
1

x
f x

x
 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

พิจารณาฟังก์ชัน 
2 , 1

( )
1, 1

x x
f x

x x
 โดยพิจารณาค่าของ ( )f x  เมื่อ x  เข้าใกล้ 1 

โดยการสร้างตารางหาค่า x  เข้าใกล้ 1 ทางซ้ายและทางขวา แสดงได้ดังตาราง 2.3 
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ตาราง 2.3 แสดงค่าของ ( )f x  เมื่อ x  เข้าใกล้ 1 ทางซ้ายและทางขวา 

x f(x)  x f(x) 

0 0  2 1 

0.5 1  1.5 0.5 

0.9 1.8  1.1 0.1 

0.99 1.98  1.01 0.01 

0.999 1.998  1.001 0.001 

     

   1 0 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

จากตาราง 2.3 เมื่อ x  มีค่าเข้าใกล้ 1 ทางซ้าย หรือ 1x  จะได้ว่าค่าของฟังก์ชัน f  มี

ค่าเข้าใกล้ 2 จะกล่าวว่าลิมิตของฟังก์ชัน f  เมื่อ x  มีค่าเข้าใกล้ 1 ทางซ้าย มีค่าเท่ากับ 2 เขียน

แทนด้วยสัญลักษณ์ 
1
lim ( ) 2
x
f x  และเมื่อ x  มีค่าเข้าใกล้ 1 ทางขวา หรือ 1x  จะได้ว่าค่า

ของฟังก์ชัน f  มีค่าเข้าใกล้ 0 จะกล่าวว่าลิมิตของฟังก์ชัน f  เมื่อ x  มีค่าเข้าใกล้ 1 ทางขวา มีค่า

เท่ากับ 0 เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ 
1
lim ( ) 0
x
f x  

สรุปได้ว่า เมื่อ x  มีค่าเข้าใกล้ 1 ทางซ้าย จะได้ว่าค่าของฟังก์ชัน f  มีค่าเข้าใกล้ 2 และเมื่อ 

x  มีค่าเข้าใกล้ 1 ทางขวา จะได้ว่าค่าของฟังก์ชัน f  มีค่าเข้าใกล้ 0 จะเห็นได้ว่า เมื่อ x  มีค่าเข้า

ใกล้ 1 จะได้ว่า ( )f x  มีค่าเข้าใกล้จำนวนที่แตกต่างกัน จะกล่าวว่าลิมิตของฟังก์ชัน f  เมื่อ x  มีค่า

เข้าใกล้ 1 หาค่าไม่ได้ เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ 
1

lim ( )
x
f x  หาค่าไม่ได้ และสามารถแสดงกราฟของ

ฟังก์ชันได้ดังรูป 2.3 
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รูป 2.3 กราฟของฟังก์ชัน 
2 , 1

( )
1, 1

x x
f x

x x
 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

ต่อไปจะกล่าวถึงบทนิยามลิมิตของฟังก์ชันดังนี้ 

บทนิยาม 2.1 กำหนดให้ f  เป็นฟังก์ชันค่าจริงที่นิยามบนช่วงเปิดรอบจุด x a  ยกเว้นที่จุด 

x a  เราจะกล่าวว่า lim ( )
x a
f x L  เมื่อ L  เป็นจำนวนจริง ก็ต่อเมื่อ สำหรับแต่ละจำนวนจริง 

0  จะมีจำนวนจริง 0  ซึ่ง ถ้า 0 | |x a  แล้ว | ( ) |f x L  

 

ข้อสังเกต 1) จากตัวอย่างข้างต้น เป็นการหาค่าลิมิตของฟังก์ชัน f  เมื่อ x  มีค่าเข้าใกล้ 1 ที่

แตกต่างกัน โดยที่ลิมิตหาค่าได้ แม้ค่าของฟังก์ชันหาค่าไม่ได้ที่จุด 1x  หรือ

ลิมิตหาค่าไม่ได้ ถึงแม้ว่าฟังก์ชันจะหาค่าได้ที่จุด 1x  ดังนั้นในการหาค่าลิมิต
ของฟังก์ชันจึงต้องดูพฤติกรรมของฟังก์ชันแต่ละประเภทด้วย 

 2) สัญลักษณ์ lim ( )
x a
f x L  อ่านว่า “ลิมิต (limit) ของ ( )f x  เมื่อ x  เข้าใกล้ 

a  มีค่าเท่ากับ L ” และจะกล่าวว่าลิมิตหาค่าได้ 
 3) ในการหาค่า lim ( )

x a
f x  เราจะพิจารณาค่า x  ที่เข้าใกล้ a  

  - ถ้า x a  เราจะเรียก “ลิมิตทางซ้าย” (left hand limit) เขียนแทนด้วย 

lim ( )
x a

f x  
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  - ถ้า x a  เราจะเรียก “ลิมิตทางขวา” (right hand limit) เขียนแทนด้วย 

lim ( )
x a

f x  

 4) ในการพิจารณาว่าฟังก์ชันใดมีค่าลิมิตที่จุดที่กำหนด เนื่องจากการหาลิมิตโดย

นิยามจะมีความยุ่งยาก เราสามารถอาศัยทฤษฎีบทของลิมิตต่อไปนี้ 
 

ทฤษฎีบท 2.1 ให้ f  เป็นฟังก์ชันใด ๆ a  และ L  เป็นจำนวนจริง 

  lim ( )
x a
f x L    ก็ต่อเมื่อ   lim ( ) lim ( )

x a x a
f x f x L  

 

หมายเหตุ  ลิมิตหาค่าได้ หมายถึงลิมิตมีค่าเข้าใกล้หรือลู่เข้าสู่ค่าใดค่าหนึ่ง ตัวอย่างเช่น 
2

1

1
lim 2

1x

x

x
 หมายถึงค่าลิมิตเข้าใกล้ 2 (อาจจะมีค่าเท่ากับ 2 ก็ได้) 

 

2.2 ทฤษฎีบทของลิมิต (Theorem of limit) 

ในการหาค่าลิมิตของฟังก์ชันโดยการดูตารางหรือดูกราฟของฟังก์ชันเป็นสิ่งที่ค่อนข้างยาก
และวุ่นวาย หากฟังก์ชันที่ต้องการหาลิมิตเป็นฟังก์ชันที่มีความซับซ้อนมากขึ้น ผู้เรียนสามารถหาค่า
ลิมิตของฟังก์ชันได้โดยอาศัยทฤษฎีบทต่อไปนี้ 
 
ทฤษฎีบท 2.2 ให้ lim ( )

x a
f x L  และ lim ( )

x a
g x M  

 1. lim
x a
c c      เมื่อ c  เป็นค่าคงตัว 

 2. lim n n

x a
x a      เมื่อ n  เป็นจำนวนเต็ม 

 3. lim ( ) lim ( )
x a x a
cf x c f x cL      เมื่อ c  เป็นค่าคงตัว 

 4. lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x a x a x a
f x g x f x g x L M  

 5. lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x a x a x a
f x g x f x g x LM  

6. 
lim ( )( )

lim
( ) lim ( )

x a

x a
x a

f xf x L

g x g x M
     เมื่อ lim ( ) 0

x a
g x  

 7. 
lim ( ),

lim ( )
,

n
n x a

nx a

f x
f x

L
 
n  เป็นเลขคู่ และ lim ( ) 0

x a
f x  

n  เป็นเลขค่ี 
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หมายเหตุ  ทฤษฎีบท 2.2 ยังคงเป็นจริงสำหรับ lim ( )
x a

f x  และ lim ( )
x a

f x  

ข้อควรระวัง  ในการใช้ทฤษฎีบท 2.2 ข้อ 7. ต้องระวังกรณี lim ( ) 0
x a
f x  ให้ดี 

 
ตัวอย่าง 2.1 จงหาค่าของ 4 2

2
lim 3 4 5
x

x x  

วิธีทำ   4 2

2
lim 3 4 5
x

x x  4 2

2 2 2
lim 3 lim 4 lim 5
x x x

x x  

   4 2

2 2 2
3 lim 4 lim lim 5
x x x
x x  

   4 23(2 ) 4(2 ) 5  

   3(16) (4)(4) 5  

   48 16 5  

   59  

ดังนั้น   4 2

2
lim 3 4 5 59
x

x x  ◼ 

 

ตัวอย่าง 2.2 จงหาค่าของ 
3

25

2 1
lim

8x

x x

x
 

วิธีทำ   
3

25

2 1
lim

8x

x x

x
 

3

5 5 5
2

5 5

lim lim 2 lim 1

lim lim 8
x x x

x x

x x

x
 

   

3

5 5 5

2

5 5

lim 2 lim lim 1

lim lim 8
x x x

x x

x x

x
 

   
3

2

5 (2)(5) 1

5 8
 

   
125 10 1

25 8
 

   
136

17
 

   8  

ดังนั้น   
3

25

2 1
lim 8

8x

x x

x
 ◼ 
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ตัวอย่าง 2.3 จงหาค่าของ 
9

lim 2 7
x

x  

วิธีทำ   
9

lim 2 7
x

x  
9
lim (2 7)
x

x  

   
9 9
lim 2 lim 7
x x

x  

   
9 9

2 lim lim 7
x x
x  

   2(9) 7  

   18 7  

   25  

   5  

ดังนั้น   
9

lim 2 7 5
x

x  ◼ 

 

ตัวอย่าง 2.4 จงหาค่าของ 
2
lim ( )
x
f x  เมื่อ 2

2 3, 2
( )

3, 2

x x
f x

x x
 

วิธีทำ พิจารณาลิมิตทางซ้ายและทางขวา 
ลิมิตทางซ้าย 

2
lim ( )
x
f x  

2
lim (2 3)
x

x  

   
2 2
lim 2 lim 3
x x

x  

   
2 2

2 lim lim 3
x x
x  

   2(2) 3  

   4 3  

   7  

ลิมิตทางขวา 
2
lim ( )
x

f x  2

2
lim ( 3)
x

x  

   2

2 2
lim lim 3
x x
x  

   22 3  

   4 3  

   7  
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เนื่องจาก 
2 2
lim ( ) lim ( ) 7
x x
f x f x  

ดังนั้น   
2
lim ( ) 7
x
f x  ◼ 

 

ตัวอย่าง 2.5 จงหาค่าของ 
0

lim ( )
x
f x  เมื่อ 

2, 0
( )

, 0

x
f x

x x
 

วิธีทำ พิจารณาลิมิตทางซ้ายและทางขวา 
ลิมิตทางซ้าย 

0
lim ( )
x

f x  
0
lim 2
x

 

   2  

ลิมิตทางขวา 
0
lim ( )
x

f x  
0
lim
x

x  

   
0
lim
x
x  

   0  

   0  

เนื่องจาก 
0 0
lim ( ) lim ( )
x x
f x f x  

ดังนั้น   
0

lim ( )
x
f x  หาค่าไม่ได้ ◼ 

 

ข้อสังเกต  ในการหาลิมิตของฟังก์ชันโดยทฤษฎีบท 2.2 นั้น หากฟังก์ชันที่พิจารณาเป็น

ฟังก์ชันพหุนาม ผู้เรียนสามารถหาลิมิตไดโ้ดยทฤษฎีบทต่อไปนี้ 
 

ทฤษฎีบท 2.3 ให ้  1 2

1 2 1 0
( ) n n

n n
p x c x c x c x c x c  เป ็นฟ ังก ์ช ันพห ุนาม 

และ a  เป็นจำนวนจริงใด ๆ แล้ว 
  1 2

1 2 1 0
lim ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n

n nx a
p x p a c a c a c a c a c  

พิสูจน์ ดูภาคผนวก  ◼ 
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จากทฤษฎีบท 2.3 ให้ ( )p x  และ ( )q x  เป็นฟังก์ชันพหุนาม และ a  เป็นจำนวนจริงใด ๆ แล้ว 

 1. ถ้า ( ) 0q a  แล้ว   ( ) ( )
lim

( ) ( )x a

p x p a

q x q a
 

 2. ถ้า ( ) 0q a  แต่ ( ) 0p a  แล้ว ( )
lim

( )x a

p x

q x
 หาค่าไม่ได ้

 
ตัวอย่าง 2.6 จงหาค่าของ 3

2
lim (2 5 1)
x

x x  

วิธีทำ   3

2
lim (2 5 1)
x

x x  32(2 ) 5(2) 1 

   2(8) 10 1  

   16 10 1  

   7  

ดังนั้น   3

2
lim (2 5 1) 7
x

x x  ◼ 

 

ตัวอย่าง 2.7 จงหาค่าของ 
3

1

2 7
lim

2x

x

x
 

วิธีทำ   
3

1

2 7
lim

2x

x

x
 

32( 1) 7

1 2
 

   
2( 1) 7

3
 

   2 7

3
 

   9

3
 

   3  

ดังนั้น   
3

1

2 7
lim 3

2x

x

x
 ◼ 

 

ตัวอย่าง 2.8 จงหาค่าของ 
3

lim
3x

x

x
 

วิธีทำ   
3

lim
3x

x

x
 

3

3 3
 



2-212-103 แคลคูลัส 1  บทที่ 2 ลิมิตและความต่อเนื่องของฟังก์ชัน | 41 

  
3

lim
3x

x

x
 

3

0
 

ดังนั้น   
3

lim
3x

x

x
 หาค่าไม่ได้ ◼ 

 

ในบางครั้งการหาลิมิตของฟังก์ชันบางประเภท อาจหาค่าลิมิตได้ยาก พิจารณาฟังก์ชัน 
( )y f x  ซึ่งอยู่ระหว่างฟังก์ชัน ( )y g x  และฟังก์ชัน ( )y h x  แสดงไดดั้งรูป 2.4 

  

รูป 2.4 กราฟแสดงฟังก์ชัน เมื่อ ( ) ( ) ( )g x f x h x  

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

จากรูป 2.4 จะพบว่า lim ( )
x a
g x L  และ lim ( )

x a
h x L  ในกรณีที่ผู้เรียนต้องการหา 

lim ( )
x a
f x  ทฤษฎีบทต่อไปนี้จะช่วยในการหาค่าลิมิตได้ง่ายขึ้น 

 

ทฤษฎีบท 2.4 ให้ ,f g  และ h  เป็นฟังก์ชันซึ่ง ( ) ( ) ( )g x f x h x  สำหรับ x  ที่อยู่ในช่วง

เปิด I  โดยที่ a I  ยกเว้นที่จุด x a  แล้ว ถ้า 
   lim ( ) lim ( )

x a x a
g x h x L  

แล้ว จะได้ว่า 
   lim ( )

x a
f x L  

 

ทฤษฎีบทข้างต้นนี ้เร ียกว่า “ทฤษฎีบทแซนวิซ” หรือ “ทฤษฎีบทเบียดแทรก” (sandwich 

theorem or squeeze theorem) 
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ตัวอย่าง 2.9 จงหาค่าของ 
0

lim ( )
x
f x  เมื่อ 

2 2

1 ( ) 1
2 4

x x
f x  

วิธีทำ จาก 
2

0
lim 1 1

2x

x
 และ 

2

0
lim 1 1

4x

x
 

เนื่องจาก 
2 2

1 ( ) 1
2 4

x x
f x  

โดยทฤษฎีบทแซนวิซ จะได้ว่า 
0
lim ( ) 1
x
f x  ◼ 

 

2.2.1 การหาลิมิตของฟังก์ชันที่อยู่ในรูป 0
0

 

พิจารณา 
2

1

1
lim

1x

x

x
 โดยทฤษฎีบท 2.2 จะได้ว่า 

2

1

1 0
lim

1 0x

x

x
 ซึ ่งไม่

สามารถหาค่าได้ รูปแบบนี้เรียกว่ารูปแบบยังไม่กำหนด (indeterminate form) ซึ่งมีด้วยกัน 7 

รูปแบบ ได้แก่ 0
0

, , 0 , , 00 , 0  และ 1  โดยที่ลิมิตอาจหาค่าได้หรือหา

ค่าไม่ได้ก็ได้ ผู้เขียนจะศึกษาลิมิตที่อยู่ในรูปแบบยังไม่กำหนดเพิ่มเติมในภายหลัง โดยจะศึกษาเพ่ิมเติม
ในหัวข้อการประยุกต์อนุพันธ์ของฟังก์ชัน 

ในที่นี้จะกล่าวถึงการหาลิมิตที่อยู่ในรูปแบบยังไม่กำหนดชนิด 0
0

 ซึ่งสามารถหาได้หลายวิธี 

เช่น การแยกตัวประกอบ การใช้คู่สังยุค เป็นต้น ดังตัวอย่างต่อไปนี้ 
 

ตัวอย่าง 2.10 จงหาค่าของ 
2

1

3 2
lim

1x

x x

x
 

วิธีทำ   
2

1

3 2
lim

1x

x x

x
 

21 3(1) 2

1 1
 

   
1 3 2

1 1
 

   
0

0
 

 เนื่องจาก 
2

1

3 2
lim

1x

x x

x
 อยู่ในรูปแบบยังไม่กำหนดชนิด 0

0
 ต้องแก้ปัญหาโดยใช้

การแยกตัวประกอบดังนี้ 
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2

1

3 2
lim

1x

x x

x
 

1

( 1)( 2)
lim

1x

x x

x
 

   
1
lim ( 2)
x
x  

   1 2  

   1  

ดังนั้น   
2

1

3 2
lim 1

1x

x x

x
 ◼ 

 

ตัวอย่าง 2.11 จงหาค่าของ 
22

2
lim

2 8x

x

x x
 

วิธีทำ   
22

2
lim

2 8x

x

x x
 

2

2 2

2 2(2) 8
 

   
2 2

4 4 8
 

   
0

0
 

 เนื่องจาก 
22

2
lim

2 8x

x

x x
 อยู่ในรูปแบบยังไม่กำหนดชนิด 0

0
 ต้องแก้ปัญหาโดยใช้

การแยกตัวประกอบดังนี้ 

  
22

2
lim

2 8x

x

x x
 

2

2
lim
( 2)( 4)x

x

x x
 

   
2

1
lim

4x x
 

   
1

2 4
 

   
1

6
 

ดังนั้น   
22

2 1
lim

62 8x

x

x x
 ◼ 
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ตัวอย่าง 2.12 จงหาค่าของ 
2

23

2 3
lim

9x

x x

x
 

วิธีทำ   
2

23

2 3
lim

9x

x x

x
 

2

2

3 2(3) 3

3 9
 

   
9 6 3

9 9
 

   
0

0
 

 เนื่องจาก 
2

23

2 3
lim

9x

x x

x
 อยู่ในรูปแบบยังไม่กำหนดชนิด 0

0
 ต้องแก้ปัญหาโดยใช้

การแยกตัวประกอบดังนี้ 

  
2

23

2 3
lim

9x

x x

x
 

3

( 3)( 1)
lim
( 3)( 3)x

x x

x x
 

   
3

1
lim

3x

x

x
 

   
3 1

3 3
 

   
4

6
 

   
2

3
 

ดังนั้น   
2

23

2 3 2
lim

39x

x x

x
 ◼ 

 

ตัวอย่าง 2.13 จงหาค่าของ 
2

32

4
lim

8x

x

x
 

วิธีทำ   
2

32

4
lim

8x

x

x
 

2

3

2 4

2 8
 

   
4 4

8 8
 

   
0

0
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 เนื่องจาก 
2

32

4
lim

8x

x

x
 อยู่ในรูปแบบยังไม่กำหนดชนิด 0

0
 ต้องแก้ปัญหาโดยใช้การ

แยกตัวประกอบดังนี้ 

  
2

32

4
lim

8x

x

x
 

22

( 2)( 2)
lim
( 2)( 2 4)x

x x

x x x
 

   
22

2
lim

2 4x

x

x x
 

   
3 1

4 4 4
 

   
4

12
 

   
1

3
 

ดังนั้น   
2

32

4 1
lim

38x

x

x
 ◼ 

 

ตัวอย่าง 2.14 จงหาค่าของ 
1

1
lim

1x

x

x
 

วิธีทำ   
1

1
lim

1x

x

x
 

1 1

1 1
 

   
1 1

1 1
 

   
0

0
 

 เนื่องจาก 
1

1
lim

1x

x

x
 อยู่ในรูปแบบยังไม่กำหนดชนิด 0

0
 ต้องแก้ปัญหาโดยใช้การใช้

คู่สังยุคดังนี้ 

 คู่สังยุคของ 1x  คือ 1x  ดังนั้น นำ 1x  คูณทั้งตัวเศษและตัวส่วน จะได้ 

  
1

1
lim

1x

x

x
 

1

1 1
lim

1 1x

x x

x x
 

   
2 2

1

( ) 1
lim
( 1)( 1)x

x

x x
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1

1
lim

1x

x

x
 

1

1
lim
( 1)( 1)x

x

x x
 

   
1

1
lim

1x x
 

   
1

1 1
 

   
1

2
 

ดังนั้น   
1

1 1
lim

1 2x

x

x
 ◼ 

 

ตัวอย่าง 2.15 จงหาค่าของ 
9

5 2
lim

9x

x

x
 

วิธีทำ   
9

5 2
lim

9x

x

x
 

9 5 2

9 9
 

   
4 2

9 9
 

   2 2

9 9
 

   
0

0
 

 เนื่องจาก 
9

5 2
lim

9x

x

x
 อยู่ในรูปแบบยังไม่กำหนดชนิด 0

0
 ต้องแก้ปัญหาโดยใช้

การใช้คู่สังยุคดังนี ้

 คู่สังยุคของ 5 2x  คือ 5 2x  ดังนั้น นำ 5 2x  คูณทั้งตัวเศษ
และตัวส่วน จะได้ 

  
9

5 2
lim

9x

x

x
 

9

5 2 5 2
lim

9 5 2x

x x

x x
 

   
2 2

9

( 5) 2
lim
( 9)( 5 2)x

x

x x
 

   
9

5 4
lim
( 9)( 5 2)x

x

x x
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9

5 2
lim

9x

x

x
 

9

9
lim
( 9)( 5 2)x

x

x x
 

   
9

1
lim

5 2x x
 

   
1

9 5 2
 

   
1

4 2
 

   
1

2 2
 

   
1

4
 

ดังนั้น   
9

5 2 1
lim

9 4x

x

x
 ◼ 

 

ตัวอย่าง 2.16 จงหาค่าของ 
4

4
lim

5 3x

x

x
 

วิธีทำ   
4

4
lim

5 3x

x

x
 

4 4

4 5 3
 

   
4 4

9 3
 

   4 4

3 3
 

   
0

0
 

 เนื่องจาก 
4

4
lim

5 3x

x

x
 อยู่ในรูปแบบยังไม่กำหนดชนิด 0

0
 ต้องแก้ปัญหาโดยใช้

การใช้คู่สังยุคดังนี้ 

 คู่สังยุคของ 5 3x  คือ 5 3x  ดังนั้น นำ 5 3x  คูณทั้งตัวเศษ
และตัวส่วน จะได้ 

  
4

4
lim

5 3x

x

x
 

4

4 5 3
lim

5 3 5 3x

x x

x x
 



48 | บทที่ 2 ลิมิตและความต่อเนื่องของฟังก์ชัน  2-212-103 แคลคูลัส 1 

  
4

4
lim

5 3x

x

x
 

2 24

( 4)( 5 3)
lim

( 5) 3x

x x

x
 

   
4

( 4)( 5 3)
lim

5 9x

x x

x
 

   
4

( 4)( 5 3)
lim

4x

x x

x
 

   
4

lim ( 5 3)
x

x  

   4 5 3  

   9 3  

   3 3  

   6  

ดังนั้น   
4

4
lim 6

5 3x

x

x
 ◼ 

 

2.3 ลิมิตกับปัญหาค่าอนันต์ (Infinity problem of limit) 

คำว่าอนันต์ (infinity) หมายถึงค่าที่ไม่มีขีดจำกัด ถ้าค่าเพิ่มขึ้นอย่างไม่มีขีดจำกัด จะแทน

ด้วยสัญลักษณ์ “ ” ในทำนองเดียวกัน ถ้าค่าลดลงอย่างไม่มีขีดจำกัด จะแทนด้วยสัญลักษณ์    “

” 

ในหัวข้อนี้ ผู้เขียนจะศึกษาลิมิตกับปัญหาค่าอนันต์ 2 เรื่อง คือ “ลิมิต ณ อนันต์” (limit at 

infinity) หมายถึง lim ( )
x

f x  หรือ lim ( )
x

f x  และ “ลิมิตมีค่าอนันต์” (infinity limit) 

หมายถึง lim ( )
x a
f x  หรือ lim ( )

x a
f x   

พิจารณาฟังก์ชัน 1
( )f x

x
 เมื่อ 0x  โดยจะพิจารณากรณี x  เข้าใกล้ค่าอนันต์ และ

กรณี x  เข้าใกล้ 0 เพ่ือสังเกตค่าของลิมิต 

ขณะที่ x  เข้าใกล้อนันต์ ค่าของ ( )f x  แสดงไดดั้งตาราง 2.4 
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ตาราง 2.4 แสดงค่าของ ( )f x  เมื่อ x  เข้าใกล้ค่าอนันต์ 

 ค่า แปลผล 

x  -1 -10 -100 -1,000 … เมื่อ x  

( )f x  -1 -0.1 -0.01 -0.001 … ดังนั้น 1/ 0x  

x  1 10 100 1,000 … เมื่อ x  

( )f x  1 0.1 0.01 0.001 … ดังนั้น 1/ 0x  

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

จากตาราง  2.4 เม ื ่ อ  x  ม ีค ่ า เข ้ า ใกล ้ ค ่ าอน ันต์  จะได ้ ว ่ า  1
lim 0
x x

 และ 

1
lim 0
x x

 กราฟของฟังก์ชัน 
1

( )f x
x

 เมื่อ x  เข้าใกล้ค่าอนันต์ แสดงได้ดังรูป 2.5 

 

   

 (1) (2) 

 
1

lim 0
x x

 
1

lim 0
x x

 

รูป 2.5 กราฟแสดงลิมิตของฟังก์ชัน 1
( )f x

x
 เมื่อ x  เข้าใกล้ค่าอนันต์ 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 
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ขณะที่ x  เข้าใกล้ค่า 0 ค่าของ ( )f x  แสดงดังตาราง 2.5 

ตาราง 2.5 แสดงค่าของ ( )f x  เมื่อ x  เข้าใกล้ค่า 0 

 ค่า แปลผล 

x  -1 -0.1 -0.01 -0.001 … เมื่อ 0x  

( )f x  -1 -10 -100 -1,000 … ดังนั้น 1/ x  

x  1 0.1 0.01 0.001 … เมื่อ 0x  

( )f x  1 10 100 1,000 … ดังนั้น 1/ x  

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

จากตาราง 2.5 เมื่อ x  เข้าใกล้ค่า 0  จะได้ว่า 
0

1
lim
x x

 และเมื่อ x  เข้าใกล้ค่า 

0  จะได้ว่า 
0

1
lim
x x

 กราฟของฟังก์ชัน 
1

( )f x
x

 เมื่อ x  เข้าใกล้ 0 แสดงได้ดังรูป 

2.6 

 

   

 (1) (2) 

 
0

1
lim
x x

 
0

1
lim
x x

 

รูป 2.6 กราฟแสดงลิมิตของฟังก์ชัน 1
( )f x

x
 เมื่อ x  เข้าใกล้ 0 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 
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หมายเหตุ  ทุกจำนวนจริง a  จะได้ว่า กราฟของฟังก์ชัน 1
( )f x

x a
 จะเป็นกราฟที่

เลื่อนทางขนานของกราฟ 1
( )f x

x
 ดังนั้นสามารถหาลิมิตได้ในทำนองเดียวกัน 

โดยกราฟของฟังก์ชัน 1
( )f x

x a
 แสดงไดดั้งรูป 2.7 

  

รูป 2.7 กราฟของฟังก์ชัน 1
( )f x

x a
 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

พิจารณาฟังก์ชัน ( ) nf x x  เมื่อ 1, 2, 3,n  จะพิจารณากรณี x  เข้าใกล้ค่าอนันต์

เพ่ือสังเกตค่าของลิมิต โดยกราฟของฟังก์ชัน ( ) nf x x  แสดงไดดั้งรูป 2.8 

   

 n  เป็นเลขค่ี n  เป็นเลขคู่ 

รูป 2.8 กราฟของฟังก์ชัน ( ) nf x x  

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 
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ดังนั้น  lim n

x
x ,    1,2,3,n  

  
, 1, 3,5,

lim
, 2,4,6,

n

x

n
x

n
 

พิจารณาฟังก์ชัน 1
( )

n
f x

x
 เมื่อ 1, 2, 3,n  จะพิจารณากรณี x  เข้าใกล้ค่าอนันต์ 

และกรณี x  เข้าใกล้ 0 เพื่อสังเกตค่าของลิมิต โดยกราฟของฟังก์ชัน 1
( )

n
f x

x
 แสดงได้ดังรูป 

2.9 

   
 n  เป็นเลขค่ี n  เป็นเลขคู่ 

รูป 2.9 กราฟของฟังก์ชัน 1
( )

n
f x

x
 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

ดังนั้น 1
lim 0

nx x
,     1,2,3,n  

  
1

lim 0
nx x

,     1,2,3,n  

และ  
0

1
lim

nx x
,    1,2,3,n  

  
0

, 1, 3,5,1
lim

, 2,4,6,nx

n

nx
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หมายเหตุ 1. เมื่อทำการคูณ nx  ด้วยจำนวนจริงบวกใด ๆ จะไม่มีผลกับค่าของลิมิต แต่ถ้าทำ

การคูณ nx  ด้วยจำนวนจริงลบใด ๆ ค่าของลิมิตจะสลับเครื่องหมาย 

 2. ในการหาค่าลิมิตที่อยู่ในรูป x  ยกกำลัง จะทำการดึงตัวร่วมพจน์ที่มี x  ยกกำลัง

สูงที่สุด เพื่อจัดให้อยู่ในรูป 1
nx

 จากนั้นจึงทำการหาค่าของลิมิต ดังตัวอย่าง

ต่อไปนี้ 
 

ตัวอย่าง 2.17 จงหาค่าของ 
30

1
lim 4
x x

 

วิธีทำ พิจารณาลิมิตทางซ้ายและทางขวา 

ลิมิตทางซ้าย 
30

1
lim 4
x x

 
30 0

1
lim 4 lim
x x x

 

   4 ( ) 

    

ลิมิตทางขวา 
30

1
lim 4
x x

 
30 0

1
lim 4 lim
x x x

 

   4  

    

เนื่องจาก 
3 30 0

1 1
lim 4 lim 4
x xx x

 

ดังนั้น   
30

1
lim 4
x x

 หาค่าไม่ได้ ◼ 

 

ตัวอย่าง 2.18 จงหาค่าของ 3 5lim (2 4 )
x

x x  

วิธีทำ   3 5lim (2 4 )
x

x x  5

2

2
lim 4
x

x
x

 

   5

2

2
lim lim 4
x x

x
x

 

   5

2

2
lim lim lim 4
x x x

x
x
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  3 5lim (2 4 )
x

x x  5lim (0 4)
x

x  

   5lim 4
x

x  

    

ดังนั้น   3 5lim (2 4 )
x

x x  ◼ 

 

ข้อสังเกต  จากตัวอย่างข้างต้น ในการหาค่าลิมิต ณ อนันต์ ของฟังก์ชันพหุนาม ผู้เรียน
อาจจะพิจารณาเฉพาะพจน์ที่มีกำลังสูงที่สุดเพียงพจน์เดียว เนื่องจาก 

2

0 1 2
lim ( )n

nx
a a x a x a x  0 1 2

1 2
lim n n

n n nx

a a a
x a
x x x

 

 lim n
nx
a x  

และ 

2

0 1 2
lim ( )n

nx
b b x b x b x  0 1 2

1 2
lim n n

n n nx

b b b
x b
x x x

 

 lim n
nx
b x  

 
ตัวอย่าง 2.19 จงหาค่าของ 2 3lim (1 2 )

x
x x  

วิธีทำ   2 3lim (1 2 )
x

x x  3lim ( )
x

x  

    

ดังนั้น   2 3lim (1 2 )
x

x x  ◼ 

 

2.3.1 การหาลิมิตของฟังก์ชันที่อยู่ในรูป  

พิจารณา ( )
lim

( )x

f x

g x
 เมื่อ lim ( )

x
f x  และ lim ( )

x
g x  หาก

เราใช้ทฤษฎีบท 2.2 จะได้ว่า ( )
lim

( )x

f x

g x
 ซึ่งอยู่ในรูปแบบยังไม่กำหนดชนิด  
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ให้ f  และ g  เป็นฟังก์ชันพหุนาม โดยที่ 

  1 2

1 2 1 0
( ) n n

n n
f x a x a x a x a x a  

  1 2

1 2 1 0
( ) m m

m m
g x b x b x b x b x b  

โดยที่ , 0
n m
a b    แล้ว 

  ( )
lim lim

( )

n

n
mx x

m

a xf x

g x b x
 

แสดงได้ดังตัวอย่างต่อไปนี้ 
 

ตัวอย่าง 2.20 จงหาค่าของ 
6 4

6 5

8 3 5
lim
2 4 3x

x x

x x
 

วิธีทำ   
6 4

6 5

8 3 5
lim
2 4 3x

x x

x x
 

6

6

8
lim
2x

x

x
 

   lim 4
x

 

   4  

ดังนั้น   
6 4

6 5

8 3 5
lim 4
2 4 3x

x x

x x
 ◼ 

 

ตัวอย่าง 2.21 จงหาค่าของ 
2 4

2

1 9 5
lim

6 7x

x x

x x
 

วิธีทำ   
2 4

2

1 9 5
lim

6 7x

x x

x x
 

4

2

5
lim
x

x

x
 

   2lim ( 5 )
x

x  

    

ดังนั้น   
2 4

2

1 9 5
lim

6 7x

x x

x x
 ◼ 
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ตัวอย่าง 2.22 จงหาค่าของ 
4 2

7

2 4 1
lim
9 7 5x

x x

x x
 

วิธีทำ   
4 2

7

2 4 1
lim
9 7 5x

x x

x x
 

4

7

2
lim
9x

x

x
 

   
3

2
lim
9x x

 

   0  

ดังนั้น   
4 2

7

2 4 1
lim 0
9 7 5x

x x

x x
 ◼ 

 

ตัวอย่าง 2.23 จงหาค่าของ 
2 8

2 4 4

(2 3 6)
lim
(4 3 )x

x x

x x
 

วิธีทำ   
2 8

2 4 4

(2 3 6)
lim
(4 3 )x

x x

x x
 

2 8

4 4

(2 )
lim

( )x

x

x
 

   
8 16

16

2
lim
x

x

x
 

   8lim 2
x

 

   256  

ดังนั้น   
2 8

2 4 4

(2 3 6)
lim 256
(4 3 )x

x x

x x
 ◼ 

 

2.4 ความต่อเนื่องของฟังก์ชัน (Continuity of a function) 

ก่อนที่จะนิยามความต่อเนื่องของฟังก์ชัน พิจารณากราฟของฟังก์ชัน ณ จุด x a  ใน
รูปแบบต่าง ๆ แสดงดังรูป 2.10 
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 (1) (2) 

 lim ( )
x a
f x L  แต่ ( )f a  หาค่าไม่ได้ lim ( )

x a
f x  หาค่าไม่ได ้แต่ ( )f a L  

   

 (3) (4) 

 lim ( )
x a
f x  แต่ ( )f a L  lim ( )

x a
f x  แต่ ( )f a L  

   

 (5) (6) 

 
1

lim ( )
x a
f x L  แต่ 

2
( )f a L  lim ( )

x a
f x L  และ ( )f a L  

รูป 2.10 กราฟแสดงการหาค่าฟังก์ชันและหาค่าลิมิตที่จุด x a  

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 
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ในการพิจารณาความต่อเนื่องของฟังก์ชัน เนื่องจากฟังก์ชันที่นำมาวาดกราฟนั้นค่อนข้างยาก 
และไม่สะดวกในการพิจารณา ดังนั้นจึงนิยามความต่อเนื่องของฟังก์ชัน ดังบทนิยามต่อไปนี้ 
 
บทนิยาม 2.2 กำหนดให้ f  เป็นฟังก์ชันใด ๆ 

 1. ฟังก์ชัน f  จะเรียกว่ามคีวามต่อเนื่อง (continuous) ที่จุด x a  ถ้า 

   lim ( ) ( )
x a
f x f a  

 2. ฟังก์ชัน f  จะเรียกว่ามคีวามต่อเนื่องทางขวา (right continuous) ที่จุด x a  ถ้า 

   lim ( ) ( )
x a

f x f a  

 3. ฟังก์ชัน f  จะเรียกว่ามคีวามต่อเนื่องทางซ้าย (left continuous) ที่จุด x a  ถ้า 

   lim ( ) ( )
x a
f x f a  

 

จากบทนิยามข้างต้น ผู้เรียนสามารถหาความต่อเนื่องของฟังก์ชัน f  ที่จุด x a  ได้โดย

อาศัยการทดสอบดังนี ้
 

การทดสอบความต่อเนื่อง: ฟังก์ชัน f  จะเรียกว่ามีความต่อเนื่องที่จุด x a  ก็ต่อเมื่อ เงื่อนไข

ต่อไปนี้เป็นจริง 
1. ( )f a  หาค่าได้ (เป็นจำนวนจริง) 

2. lim ( )
x a
f x  หาค่าได้ (เป็นจำนวนจริง) 

3. lim ( ) ( )
x a
f x f a  

หากเงื่อนไขใดเงื่อนไขหนึ่งไม่เป็นจริง จะกล่าวว่า f  ไม่มีความต่อเนื่องที่จุด x a  

 

พิจารณาความต่อเนื่องของฟังก์ชันต่าง ๆ จากรูป 2.10 โดยอาศัยการทดสอบความต่อเนื่อง

ข้างต้น จะได้ว่า 
จากรูป 2.10(1) เส้นกราฟไม่มีความต่อเนื่อง เนื่องจาก ( )f a  หาค่าไม่ได ้

จากรูป 2.10(2) เส้นกราฟไม่มีความต่อเนื่อง เนื่องจาก lim ( )
x a
f x  หาค่าไม่ได ้

จากรูป 2.10(3) เส้นกราฟไม่มีความต่อเนื่อง เนื่องจาก lim ( )
x a
f x  

จากรูป 2.10(4) เส้นกราฟไม่มีความต่อเนื่อง เนื่องจาก lim ( )
x a
f x  
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จากรูป 2.10(5) เส้นกราฟไม่มีความต่อเนื่อง เนื่องจาก lim ( ) ( )
x a
f x f a  

จากรูป 2.10(6) เส้นกราฟมีความต่อเนื่อง เนื่องจาก lim ( ) ( )
x a
f x f a  

ในส่วนของการทดสอบความต่อเนื่องทางขวาจะใช้การทดสอบข้างต้น โดยเปลี่ยนลิมิตในข้อ 
2 และ 3 ให้อยู่ในรูปลิมิตทางขวา 

ในทำนองเดียวกัน การทดสอบความต่อเนื่องทางซ้ายจะใช้การทดสอบข้างต้น โดยเปลี่ยน
ลิมิตในข้อ 2 และ 3 ให้อยู่ในรูปลิมิตทางซ้าย ดังตัวอย่างต่อไปนี้ 

 

ตัวอย่าง 2.24 กำหนดให้ 
2, 2

( )
4, 2

x x
f x

x
 จงพิจารณาว่า f  มีความต่อเนื ่องที ่จุด 

2x  หรือไม ่

วิธีทำ จะแสดงว่า f  ต่อเนื่องที่จุด 2x  
1. (2) 4f  

2.  
2
lim ( )
x
f x  2

2
lim
x
x  

   22  

   4  

  
2
lim ( )
x

f x  
2
lim 4
x

 

   4  

 ดังนั้น   
2
lim ( ) 4
x
f x  

3. 
2

(2) lim ( )
x

f f x  

จาก 1., 2. และ 3. เป็นจริง 

ดังนั้น   f  มีความต่อเนื่องที่จุด 2x  ◼ 

 

ตัวอย่าง 2.25 กำหนดให้ 

2

2

3 , 1

( ) 2, 1

2, 1

x x

g x x

x x

 จงพิจารณาว่า g  มีความต่อเนื่องที่จุด 

1x  หรือไม ่

วิธีทำ จะแสดงว่า g  ต่อเนื่องที่จุด 1x  
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1. (1) 2g  

2.  
1
lim ( )
x
g x  2

1
lim (3 )
x

x  

   23 1  

   3 1  

   2  

  
1
lim ( )
x
g x  2

1
lim ( 2)
x

x  

   21 2  

   1 2  

   3  

 เนื่องจาก   
1 1
lim ( ) lim ( )
x x
g x g x  ดังนั้น   

1
lim ( )
x
g x  หาค่าไม่ได ้

จะได้ว่า   g  ไมม่ีความต่อเนื่องที่จุด 1x  ◼ 

 

ตัวอย่าง 2.26 กำหนดให้ 
2

2

3 7 12, 4
( ) 16

, 4
4

x x x
h x x

x
x

 จงพิจารณาว่า h  มีความ

ต่อเนื่องที่จุด 4x  หรือไม่ 

วิธีทำ จะแสดงว่า h  ต่อเนื่องที่จุด 4x  
1.  (4)h  23(4 ) 7(4) 12  

   3(16) 28 12  

   48 40  

   8  

2.  
4

lim ( )
x
h x  

2

4

16
lim

4x

x

x
 

   
4

( 4)( 4)
lim

4x

x x

x
 

   
4
lim ( 4)
x
x  

  
4

lim ( )
x
h x  4 4  

   8  
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 ดังนั้น   
4
lim ( ) 8
x
h x  

3. 
4

(4) lim ( )
x

h h x  

จาก 1., 2. และ 3. เป็นจริง 

ดังนั้น   h  มีความต่อเนื่องที่จุด 4x  ◼ 

 

2.4.1 ความต่อเนื่องของฟังก์ชันบนช่วงปิด 

ถ้า f  มีความต่อเนื ่องในทุก ๆ จุดที ่อยู ่ในช่วง ( , )a b  จะกล่าวว่า f  มีความ

ต่อเนื่องบนช่วง ( , )a b  และถ้า f  มีความต่อเนื่องบนช่วง ( , )  จะกล่าวว่า f  เป็นฟังก์ชัน

ต่อเนื่อง (continuous function) ดังบทนิยามต่อไปนี้ 

 
บทนิยาม 2.3 ฟังก์ชัน f  จะเรียกว่ามีความต่อเนื่องบนช่วง (a,b] ก็ต่อเมื่อ เงื่อนไขต่อไปนี้เป็น

จริง 
 1.  f  มีความต่อเนื่องบนช่วง ( , )a b  

 2.  f  มีความต่อเนื่องทางซ้ายทีจุ่ด x b  

 
บทนิยาม 2.4 ฟังก์ชัน f  จะเรียกว่ามีความต่อเนื่องบนช่วง [a,b) ก็ต่อเมื่อ เงื่อนไขต่อไปนี้เป็น

จริง 
 1.  f  มีความต่อเนื่องบนช่วง ( , )a b  

 2.  f  มีความต่อเนื่องทางขวาที่จุด x a  

 
บทนิยาม 2.5 ฟังก์ชัน f  จะเรียกว่ามีความต่อเนื่องบนช่วง [a,b] ก็ต่อเมื่อ เงื่อนไขต่อไปนี้เป็น

จริง 
 1.  f  มีความต่อเนื่องบนช่วง ( , )a b  

 2.  f  มีความต่อเนื่องทางขวาที่ x a  

 3.  f  มีความต่อเนื่องทางซ้ายที่ x b  

 

สำหรับนิยามความต่อเนื่องบนช่วง [ , )a  และ ( , ]b  สามารถนิยามได้ในทำนองเดียวกัน 
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ตัวอย่าง 2.27 กำหนดให้ 2( ) 4f x x  จงพิจารณาว่า f  มีความต่อเนื่องบนช่วง [ 2,2] 

หรือไม ่

วิธีทำ 1. จะแสดงว่า f  มีความต่อเนื่องบนช่วง ( 2,2) 

ให้ x a  โดยที่ a  เป็นจำนวนใด ๆ ในช่วง ( 2,2) ดังนั้น 2( ) 4f a a  

และ  lim ( )
x a
f x  2lim 4

x a
x  

   24 a  

จะได้ว่า   ( ) lim ( )
x a

f a f x  

ดังนั้น   f  มีความต่อเนื่องบนช่วง ( 2,2) 

 2. จะแสดงว่า f  มีความต่อเนื่องทางขวาที่ 2x  

จาก  ( 2)f  24 ( 2)  

   4 4  

   0  

และ  
2

lim ( )
x

f x  2

2
lim 4
x

x  

   24 ( 2)  

   4 4  

   0  

จะได้ว่า   
2

( 2) lim ( )
x

f f x  

ดังนั้น   f  มีความต่อเนื่องทางขวาที่ 2x  

 3. จะแสดงว่า f  มีความต่อเนื่องทางซ้ายที่ 2x  

จาก  (2)f  24 2  

   4 4  

   0  

และ  
2
lim ( )
x
f x  2

2
lim 4
x

x  

  
2
lim ( )
x
f x  24 2  
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2
lim ( )
x
f x  4 4  

   0  

จะได้ว่า   
2

(2) lim ( )
x

f f x  

ดังนั้น   f  มีความต่อเนื่องทางซ้ายที่ 2x  

จาก 1., 2. และ 3. เป็นจริง 

ดังนั้น   f  มีความต่อเนื่องบนช่วง [ 2,2] ◼ 

 

2.4.2 การขยายความต่อเนื่องของฟังก์ชันไปยังจุด 

ให้ f  เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องบนช่วงใด ๆ ยกเว้นที่จุด x a  เนื่องจาก f  ไม่นิยาม

ที่จุด x a  หรืออาจเกิดจากการที่ ( ) lim ( )
x a

f a f x  ในขณะที่ lim ( )
x a
f x L  ยังคงหาค่าได้ 

ในที่นีส้ามารถกำหนดฟังก์ชันที่นิยามมาจากฟังก์ชัน f  นิยามโดย 

( ),
( )

,
f

f x x D
F x

L x a
 

จะพบว่า ฟังก์ชัน F  มีความต่อเนื่องที่จุด x a  จะเรียกฟังก์ชัน F  นี้ว่า ฟังก์ชันขยายความ
ต ่อ เน ื ่ อง  (continuous extension function) ของฟ ั งก ์ช ัน  f  ไปย ั งจ ุด  x a  ด ั งนั้ น 

ฟังก์ชันตรรกยะสามารถที่จะสร้างฟังก์ชันที่ขยายความต่อเนื่องได้ ดังตัวอย่างต่อไปนี้ 
 

ตัวอย่าง 2.28 กำหนดให้ 
2 5 6

( )
2

x x
f x

x
 เมื่อ 2x  จงขยายความต่อเนื่องไปยังจุด 

2x  และหาฟังก์ชันขยายความต่อเนื่อง 

วิธีทำ เนื่องจาก (2)f  ไม่นิยาม ดังนั้น 

  ( )f x  
2 5 6

2

x x

x
 

   
( 2)( 3)

2

x x

x
 

   3x  
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จะได้ว่า ฟังก์ชันใหม่คือ ( ) 3F x x  เมื่อ 2x  

ดังนั้น ฟังก์ชันขยายความต่อเนื่อง คือ 

2 5 6
, 2

( ) 2
3, 2

x x
x

F x x
x x

 ◼ 

 

สรุปเนื้อหาในบทที่ 2 

ลิมิตของฟังก์ชันเป็นการหาค่าของฟังก์ชัน เมื่อ x  มีค่าเข้าใกล้ค่าที่พิจารณา โดยจะกล่าวว่า

ลิมิตหาค่าได้ที่จุด x a  ก็ต่อเมื่อลิมิตทางซ้ายเท่ากับลิมิตทางขวา 
ค่าของลิมิตจะหมายถึงค่าเข้าใกล้ เช่น lim ( )

x a
f x L  หมายถึงค่าของลิมิตของ ( )f x  

เมื่อ x  มีค่าเข้าใกล้ a  จะมีค่าเข้าใกล้ L  เราอาจแทนด้วยสัญลักษณ์การเข้าใกล้ คือ x a  และ 
( )f x L  

เมื่อ x  มีค่าเพิ่มขึ้นอย่างไม่มีขีดจำกัด หรือลดลงอย่างไม่มีขีดจำกัด จะเรียกว่า  x  เข้าใกล้

ค่าอนันต์ ในทำนองเดียวกัน เมื่อ L  มีค่าเพิ่มขึ้นอย่างไม่มีขีดจำกัด หรือลดลงอย่างไม่มีขีดจำกัด จะ
เรียกว่าลิมิตของฟังก์ชันมีค่าเข้าใกล้ค่าอนันต์ 

ความต่อเนื่องของฟังก์ชันคือฟังก์ชันที่เชื่อมต่อกันทุก ๆ จุด โดยไม่มีจุดที่ขาดจากกัน ในการ
พิจารณาความต่อเนื่อง หากพิจารณาเฉพาะจุด จะเรียกว่าฟังก์ชันนั้นต่อเนื่องหรือไม่ต่อเนื่องที่จุดที่
พิจารณา โดยสามารถขยายการพิจารณาไปทั้งโดเมนที่เป็นจำนวนจริงของฟังก์ชันนั้น ๆ ได้ หาก
ฟังก์ชันใดมีความต่อเนื่องบนช่วงของจำนวนจริง จะเรียกว่าฟังก์ชันต่อเนื่อง 
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แบบฝึกหัดท้ายบทที่ 2 

1. จงหาค่าลิมิตต่อไปนี้ 

1.1 2

1
lim ( 2 1)
x
x x  1.2 2

4
lim 5
x

x x  

1.3 
20

lim
7 1x

x

x x
 1.4 

2

1

3 4
lim

2 3x

x x

x
 

1.5 
2

2

2
lim

2x

x x

x
 1.6 

2

2

2
lim

2x

x x

x
 

1.7 
2

1

2 1
lim

1x

x x

x
 1.8 

2

23

9
lim

3x

x

x x
 

1.9 
3

2

8
lim

2x

x

x
 1.10 

21

1
lim

11 10x

x

x x
 

1.11 
2

23

( 2 3)
lim

5 6x

x x

x x
 1.12 

2

24

6 8
lim

12x

x x

x x
 

1.13 
9

3
lim

3x

x

x
 1.14 

4

2
lim

4x

x

x
 

1.15 
9

9
lim

3x

x

x
 1.16 

21

1
lim

3 2x

x

x x
 

2. จงหาค่า 
0

lim ( )
x
f x  เมื่อ 

0, 0
( )

2, 0

x
f x

x
 

3. จงหาค่า 
5
lim ( )
x
g x  เมื่อ 

1, 5
( )

1, 5

x x
g x

x x
 

4. จงหาค่า 
0

lim ( )
x
f x  เมื่อ 

, 0

( ) 1, 0

, 0

x x

f x x

x x

 

5. จงหาค่า 
2

lim ( )
x
g x  เมื่อ 

3, 2

( ) 1, 2

3 5, 2

x x

g x x

x x
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6. จงหาค่าลิมิตต่อไปนี้ 

6.1 
2

3

2 9
lim

4 1x

x x

x
 6.2 

24 15
lim

3 1x

x x

x
 

6.3 
2

2

5 3 4
lim

4 5x

x x

x
 6.4 

6 2

6 2

6 3 1
lim

2 5x

x x

x x
 

6.5 
2

2

1
lim
(3 2)x

x

x
 6.6 

3 2 2

2 3

(9 4 8)
lim

(7 2 5)x

x x

x x
 

7. กำหนดให้ 
2, 1

( )
2 , 1

x x
f x

x x
 จงพิจารณาว่า f  ต่อเนื่องที่จุด 1x  หรือไม่ 

8. กำหนดให้ 
2 1, 2

( )
2 1, 2

x x
g x

x x
 จงพิจารณาว่า g  ต่อเนื่องที่จุด 2x  หรือไม่ 

9. กำหนดให้ 

2 2, 3

( ) 4 , 3

2 13, 3

x x

h x x x

x x

 จงพิจารณาว่า h  ต่อเนื ่องที ่จ ุด 3x  

หรือไม ่

10. กำหนดให้ 2

3 1, 1
( ) 2 3

, 1
1

x x
z x x x

x
x

 จงพิจารณาว่า z  ต่อเนื่องที่จุด 1x  

หรือไม ่
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3 บทท่ี 3 

อนุพันธข์องฟังก์ชัน 

ในแคลคูลัส อนุพันธ์ของฟังก์ชันคือแนวคิดพ้ืนฐานของการศึกษาแคลคูลัส ซ่ึงเป็นการอธิบาย
ถึงอัตราการเปลี่ยนแปลงของฟังก์ชัน ณ จุดใดจุดหนึ่ง อนุพันธ์ของฟังก์ชันถูกนำไปประยุกต์ใช้ใน
หลากหลายสาขา เช่น การวิเคราะห์แนวโน้มและการคาดการณ์ การจัดการความเสี่ยงทางการเงิน 
การสร้างแบบจำลองทางเศรษฐศาสตร์ การจำลองและการออกแบบทางวิศวกรรม การวิเคราะห์
ข้อมูลและการคาดการณ์ เป็นต้น ตัวอย่างที่กล่าวมาข้างต้นกล่าวถึงอัตราการเปลี่ยนแปลงของตัวแปร
ต่าง ๆ ซึ่งอนุพันธ์มีส่วนช่วยในการแก้ปัญหาต่าง ๆ ได้ 
 

3.1 เส ้นส ัมผ ัสและอ ัตราการเปล ี ่ยนแปลง (Tangent lines and rate of 

change) 

ในหัวข้อนี ้ จะกล่าวถึงปัญหาที่ทำให้เกิดอนุพันธ์ของฟังก์ชัน นั ่นคือปัญหาเส้นสัมผัส 
(tangent line problem) โดยนักคณิตศาสตร์และนักวิทยาศาสตร์อยากทราบว่าจะสามารถหา

สมการของเส้นตรงที่สัมผัสกับเส้นโค้ง ณ จุดใดจุดหนึ่งได้อย่างไร นอกจากนี้จะศึกษาถึงอัตราการ
เปลี่ยนแปลงของฟังก์ชัน ณ จุดใดจุดหนึ่ง 
 

3.1.1 เส้นสัมผัสโค้ง (Tangent lines) 

   

 (1) (2) 

รูป 3.1 กราฟแสดงความความชันของเส้นโค้งทีผ่่านจุด P  และ Q  

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 
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ให้ ( )y f x  เป็นฟังก์ชัน มีกราฟเป็นเส้นโค้งดังรูป 3.1 ในการหาความชันของเส้นโค้งที่

จุด 
0 0
( , ( ))P x f x  จะทำการพิจารณาจุดที่ใกล้เคียงจุด P  คือจุด 

0 0
( , ( ))Q x h f x h  จะได้

เส้นตรง 
1
L  ที่ผ่านจุด P  และ Q  ดังรูป 3.1(1) เมื่อคำนวณความชันของเส้นตรง PQ  จะได้ว่า 

  0 0 0 0

0 0

( ) ( ) ( ) ( )
PQ

f x h f x f x h f x
m

x h x h
 

เมื ่อให้จุด Q  เลื ่อนตามเส้นโค้ง ( )y f x  เข้ามาใกล้จุด P  โดยให้ 0h  ดังรูป 

3.1(2) จะนิยามเส้นสัมผัสทีผ่่านจุด P  และมีความชัน m  ดังนี้ 

 

บทนิยาม 3.1 ความชัน (slope) ของเส้นโค้ง ( )y f x  ที่จุด 
0 0
( , ( ))P x f x  คือ 

   0 0

0

( ) ( )
lim
h

f x h f x
m

h
 

เมื่อลิมิตหาค่าได ้
 เส้นสัมผัสโค้ง (tangent line) ของเส้นโค้งโค้ง ( )y f x  ที่จุด 

0 0
( , ( ))P x f x  คือเส้น

ตรงที่มีสมการ 
   

0 0
( ) ( )y f x m x x  

 

ตัวอย่าง 3.1 กำหนดให้ 2( )f x x  จงหาสมการเส้นสัมผัสโค้ง ณ จุด 1x  

วิธีทำ จาก  m  0 0

0

( ) ( )
lim
h

f x h f x

h
 

ที่ 
0
1x , m  

2 2

0

(1 ) 1
lim
h

h

h
 

   
2 2

0

1 2 1
lim
h

h h

h
 

   
2

0

2
lim
h

h h

h
 

   
0

(2 )
lim
h

h h

h
 

   
0

lim (2 )
h

h  

   2  

ดังนั้น   2m  
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จาก  
0
( )y f x  

0
( )m x x  

ดังนั้น สมการเส้นสัมผัสโค้งที่ผ่านจุด (1, (1))f  และมีความชัน 2m  คือ 
  (1)y f  2( 1)x  

  21y  2 2x  

  y  2 1x  

นั่นคือ   2 1y x  ◼ 

3.1.2 อัตราการเปลี่ยนแปลง (Rate of change) 

ให้ y  เป็นปริมาณที่ขึ ้นกับปริมาณ x  แสดงว่าเมื่อ x  มีค่าเปลี่ยน y  จะมีค่า

เปลี่ยนตาม นั่นคือ ( )y f x  เป็นฟังก์ชัน ถ้า x  มีการเปลี่ยนค่า จาก 
0
x  ไปยัง 

1
x  จะทำให้ค่า y  

เปลี่ยนจาก 
0
( )f x  ไปยัง 

1
( )f x  ด้วย จะเรียกผลต่างของ x  และผลต่างของ y  ดังนี้ 

ส่วนเปลี่ยนแปลง (increment) ของ x  คือ 

  
1 0

x x x  

ส่วนเปลี่ยนแปลงของ y  คือ 

  
1 0
( ) ( )y f x f x  

อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ย (rate of average change) ของ y  เทียบกับ x  ในช่วง 

0 1
[ , ]x x  คือ 

  1 0

1 0

( ) ( )f x f xy

x x x
 

ถ ้ากำหนดให้  
1 0
x x h  จะได ้ว ่ า  

0 0
x x h x h  ด ังน ั ้นอ ัตราการ

เปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ y  เทียบกับ x  ในช่วง 
0 0
[ , ]x x h  คือ 

  0 0
( ) ( )f x h f xy

x h
 

และถ้าพิจารณาอัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยในช่วงเล็ก ๆ นั่นคือเมื่อ 0h  แล้วลิมิตของอัตราการ
เปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ y  เทียบกับ x  ในช่วง 

0 0
[ , ]x x h  คือ 

  0 0

0 0

( ) ( )
lim lim
h h

f x h f xy

x h
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เรียกว่าอัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ y  เทียบกับ x  ที่จุด 
0
x  

สังเกตว่าความชันของเส้นสัมผัสโค้งที่จุด 
0 0
( , ( ))P x f x  ก็คืออัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ย

ของ y  เทียบกับ x  ที่จุด 
0
x  ถ้าลิมิตหาค่าได้ 

 

3.2 อนุพันธ์ของฟังก์ชัน (Derivative of a function) 

ในหัวข้อนี ้จะกล่าวถึงอนุพันธ์ของฟังก์ชันใด ๆ โดยอนุพันธ์นั ้นมีความสำคัญในทาง
คณิตศาสตร์เป็นอย่างมาก และในศาสตร์ต่าง ๆ ได้นำอนุพันธ์ไปประยุกต์ใช้อย่างกว้างขวาง 

จากหัวข้อที่ผ่านมา อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ y  เทียบกับ x  เขียนแทนด้วย y

x
 

หมายถึงอัตราส่วนที่เปลี่ยนแปลงของฟังก์ชัน ( )y f x  กับตัวแปรอิสระ x  ในช่วง [ , ]x x x  

เมื่อทำการหาค่าลิมิตของ y

x
 โดย 0x  ดังนั้นจะนิยามอนุพันธ์ของฟังก์ชันดังบทนิยาม 

 
บทนิยาม 3.2 ให้ ( )y f x  เป็นฟังก์ชันใด ๆ อนุพันธ์ของฟังก์ชัน f ที่ x (the derivative of 

f with respect to x) กำหนดโดย 

  
0 0

( ) ( )
( ) lim lim

x x

y f x x f x
f x

x x
 

 

นั่นคืออนุพันธ์ของฟังก์ชัน คืออัตราการเปลี่ยนแปลงของฟังก์ชัน ณ จุดใดจุดหนึ่ง 
 

หมายเหตุ 1. ถ้าให้ x h  เราสามารถเขียนอนุพันธ์ของฟังก์ชัน f  ที่ x  ไดใ้นรูป 

  
0

( ) ( )
( ) lim

h

f x h f x
f x

h
 

 2. สัญลักษณ ์ ( )f x  อ่านว่า "เอฟไพรม์ของเอ็กซ์” 

 3. จาก ( )y f x  สัญลักษณ์ท่ีใช้แทน ( )f x  อาจแทนด้วย 

   ( )
d
f x

dx
 อ่านว่า “ดีบายดีเอ็กซ์ของเอฟของเอ็กซ์” 

   y  อ่านว่า “วายไพรม์” 

   dy

dx
 อ่านว่า “ดีวายบายดีเอ็กซ์” 

  



2-212-103 แคลคูลัส 1  บทที่ 3 อนุพันธ์ของฟังก์ชัน | 73 

 4. อนุพันธ์ของฟังก์ชัน f  ที่ x  ก็คือความชันของเส้นสัมผัสกราฟที่จุด x  นั่นเอง 

 5. จะกล ่ า วว ่ าฟ ั ง ก ์ ช ั น  f  สามารถหาอน ุ พ ั นธ ์ ไ ด ้ ท ี ่ จ ุ ด  x a  ( f  is 

differentiable at a ) หรือ f  มีอนุพันธ์ที่จุด x a  ถ้า ( )f a  หาค่าได ้

 6. ค่าของอนุพันธ์ของฟังก์ชัน f  ที่จุด x a  เขียนแทนด้วย ( )f a  หรือ 
x a

dy

dx
 

โดยสามารถหาค่าได้จากนิยาม โดยแทน x a  และหาค่าลิมิต หรือหาค่าจาก 
( )f x  โดยแทน x a  ดังตัวอย่างต่อไปนี้ 

 

ตัวอย่าง 3.2 กำหนดให้ ( ) 2f x x  จงหา ( )f x  

วิธีทำ จาก  ( )f x  
0

( ) ( )
lim
h

f x h f x

h
 

ดังนั้น ( )f x  
0

2( ) 2
lim
h

x h x

h
 

   
0

2 2 2
lim
h

x h x

h
 

   
0

2
lim
h

h

h
 

   
0

lim 2
h

 

   2  

ดังนั้น   ( ) 2f x  ◼ 

 

ตัวอย่าง 3.3 กำหนดให้ ( )f x x  เมื่อ 0x  จงหา ( )f x  และ (1)f  

วิธีทำ 1) จาก ( )f x  
0

( ) ( )
lim
h

f x h f x

h
 

ดังนั้น ( )f x  
0

lim
h

x h x

h
 

 เนื่องจาก 
0

lim
h

x h x

h
 อยู่ในรูปแบบยังไม่กำหนด 0

0
 ต้องแก้ปัญหาโดยใช้นำ 

x h x  คูณทั้งเศษและส่วน ดังนั้น 

  ( )f x  
0

lim
h

x h x x h x

h x h x
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  ( )f x  
0

lim
( )h

x h x

h x h x
 

   
0

lim
( )h

h

h x h x
 

   
0

1
lim
h x h x

 

   
1

x x
 

   
1

2 x
 

ดังนั้น   1
( )

2
f x

x
 ◼ 

 2) จาก ( )f x  
1

2 x
 

ดังนั้น (1)f  
1

2 1
 

   
1

2
 

ดังนั้น   1
(1)

2
f  ◼ 

 

หมายเหตุ 1. จากตัวอย่าง 3.2 โดเมนของฟังก์ชัน f  และ f  คือจำนวนจริง แต่ในตัวอย่าง 

3.3 โดเมนของฟังก์ชัน f  คือ [0, )  แต่โดเมนของ f  คือ (0, )  แสดงว่า

ในการหาอนุพันธ์ของฟังก์ชัน โดเมนของอนุพันธ์ของฟังก์ชันอาจจะไม่เหมือนกับ
โดเมนของฟังก์ชันเริ่มต้น 

 2. จากตัวอย่าง 3.3 ในการหา (1)f  หากผู้เรียนใช้บทนิยาม 3.2 ในการหาค่าจะ

เป็นการเสียเวลา ผู้เรียนสามารถทำการหาค่าอนุพันธ์ที่ 1x  ได้โดยการหา
อนุพันธ์ของฟังก์ชันก่อน หลังจากนั้นจึงทำการแทนค่าลงไปซึ่งสะดวกกว่า 
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จากตัวอย่างที่ผ่านมา หากต้องการหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันที่ซับซ้อน เช่น 

  
2 3

2

(2 1)
( )

3 1

x x
f x

x x
   หรือ   sin( ) ln(cos )xf x e x  

จะเห็นว่าการหาอนุพันธ์โดยบทนิยาม 3.2 เป็นสิ่งที่วุ่นวายและเสียเวลาเป็นอย่างมาก นัก

คณิตศาสตร์จึงได้คิดค้นหาสูตรที ่ช่วยเหลือในการหาอนุพันธ์ได้ง่ายและสะดวกรวดเร็วขึ ้น  โดย
พิจารณาสูตรพื้นฐานในการหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันพีชคณิต และสูตรที่ซับซ้อนขึ้นในอนุพันธ์ของ
ฟังก์ชันอดิศัยดังนี้ 
 

3.3 การหาอน ุพ ันธ ์ของฟ ังก ์ช ันพ ีชคณ ิต  (Derivative of an algebraic 

function) 

การหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันพีชคณิตจะเป็นการหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันภายใต้ดำเนินการทาง

พีชคณิต (การบวก การลบ การคูณ การหาร การถอดราก และการยกกำลัง) บนตัวแปรอิสระ x  และ
มีสัมประสิทธิ์เป็นค่าคงที่ ซึ่งถือว่าเป็นอนุพันธ์พ้ืนฐานที่นำไปต่อยอดในการหาอนุพันธ์ที่ซับซ้อนต่อไป
ได ้ในส่วนของการพิสูจน์สูตรการหาอนุพันธ์ ผู้เรียนสามารถศึกษาเพ่ิมเติมได้ที่ภาคผนวกท้ายเล่ม 
 

ทฤษฎีบท 3.1 (อนุพันธ์ของค่าคงตัว) ให้ c  ค่าคงตัวใด ๆ 

   ( ) 0
d
c

dx
 

พิสูจน์ ดูภาคผนวก  ◼ 
 

ตัวอย่างเช่น (5) 0
d

dx
, ( 7) 0
d

dx
 

 

ทฤษฎีบท 3.2 (อนุพันธ์ของเลขยกกำลัง) ให้ n  เป็นจำนวนเต็มบวกใด ๆ 

   1( )n nd
x nx

dx
 

พิสูจน์ ดูภาคผนวก  ◼ 
 

ตัวอย่างเช่น ( ) 1
d
x

dx
, 2( ) 2
d
x x

dx
, 3 2( ) 3
d
x x

dx
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หมายเหตุ 1. กรณี 1n  จะได้ว่า ( ) 1
d
x

dx
 

 2. ทฤษฎีบท 3.2 สามารถขยายขอบเขต n  ไปยังจำนวนจริงได้ ในการพิสูจน์กรณี

อื่น จะต้องใช้การหาอนุพันธ์ในส่วนของเนื้อหาถัดไป ในที่นี้เพื ่อการใช้งานที่

สะดวก จะขอหยิบยกสูตรมาใช้ เมื่อ n  เป็นจำนวนจริง นั่นคือ 

  1( )n nd
x nx

dx
 เมื่อ n  เป็นจำนวนจริง 

 3. ในการหาอนุพันธ์ของรากต่าง ๆ เราสามารถใช้การขยายทฤษฎีบท 3.2 ที่ n  

เป็นจำนวนจริงได้ โดยทั่วไปรากที่มักจะพบเจอบ่อย ๆ คือรากที่ 2 ดังนั้นสูตรใน

การหาอนุพันธ์ของรากท่ี 2 คือ 

  1

2

d
x

dx x
 

 

ทฤษฎีบท 3.3 (อนุพันธ์ของผลคูณค่าคงตัว) ให้ u  เป็นฟังก์ชันที่หาอนุพันธ์ได้ที่ x  และ c  เป็นค่า

คงตัวใด ๆ 

   ( )
d du
cu c

dx dx
 

พิสูจน์ ดูภาคผนวก  ◼ 
 

ตัวอย่างเช่น (3 )
d
x

dx
 3 ( ) 3

d
x

dx
 

 2( 5 )
d

x
dx

 25 ( ) 10
d
x x

dx
 

 

ทฤษฎีบท 3.4 (อนุพันธ์ของผลบวกและผลต่าง) ให้ u  และ v  เป็นฟังก์ชันที่หาอนุพันธ์ได้ที่ x  

   ( )
d du dv
u v

dx dx dx
 

   ( )
d du dv
u v

dx dx dx
 

พิสูจน์ ดูภาคผนวก  ◼ 
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หมายเหตุ  จากทฤษฎีบท 3.4 เราสามารถขยายผลบวกหรือผลต่างของฟังก์ชันได้ดังนี้ 

  
1 2 1 2
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n n

d d d d
f x f x f x f x f x f x

dx dx dx dx
 

และ 

  
1 2 1 2
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n n

d d d d
f x f x f x f x f x f x

dx dx dx dx
 

เมื่อ 
1 2
( ), ( ), , ( )

n
f x f x f x  เป็นฟังก์ชันที่หาอนุพันธ์ได้ที่ x  

ตัวอย่างเช่น (3 2)
d
x

dx
 (3 ) (2) 3 0 3

d d
x

dx dx
 

 2( 2 )
d
x x

dx
 2( ) (2 ) 2 2

d d
x x x

dx dx
 

 

ทฤษฎีบท 3.5 (อนุพันธ์ของผลคูณ) ให้ u  และ v  เป็นฟังก์ชันที่หาอนุพันธ์ได้ที่ x  

   ( )
d dv du
uv u v

dx dx dx
 

พิสูจน์ ดูภาคผนวก  ◼ 

 

ทฤษฎีบท 3.6 (อนุพันธ์ของผลหาร) ให้ u  และ v  เป็นฟังก์ชันที่หาอนุพันธ์ได้ที่ x  และ 0v  

   
2

du dv
v ud u dx dx

dx v v
 

พิสูจน์ ดูภาคผนวก  ◼ 

 
ข้อสังเกต  จากทฤษฎีบท 3.6 การใช้อนุพันธ์ของผลหารจะค่อนข้างวุ่นวาย แต่ถ้าจัดรูปให้อยู่

ในรูปผลคูณของตัวเศษและตัวส่วนจะทำการหาอนุพันธ์ได้ง่ายกว่า ดังนั้นในกรณีท่ี
เศษส่วนสามารถจัดรูปอยู่ในรูปผลคูณหรืออยู่ในรูปเลขยกกำลัง เราสามารถเลี่ยง
การใช้อนุพันธ์ของผลหารไปเป็นอนุพันธ์ของผลคูณ หรืออนุพันธ์ของเลขยกกำลัง
ได้ นั่นคือ 

  1( )
d u d

uv
dx v dx
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ตัวอย่าง 3.4 จงหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันต่อไปนี้ 

1) 3 24 3 2 1y x x x  

วิธีทำ   dy

dx
 3 24 3 2 1

d
x x x

dx
 

   3 2(4 ) (3 ) (2 ) (1)
d d d d
x x x

dx dx dx dx
 

   3 24 ( ) 3 ( ) 2 ( ) (1)
d d d d
x x x

dx dx dx dx
 

   24(3 ) 3(2 ) 2(1) 0x x  

   212 6 2x x  ◼ 

 

2) 
2 3

1 2 3

2 3 4
y

x x x
 

วิธีทำ จากโจทย์ จัดรูปใหม่ 

  y  1 2 31 2 3

2 3 4
x x x  

ดังนั้น 
dy

dx
 1 2 31 2 3

( ) ( ) ( )
2 3 4

d d d
x x x

dx dx dx
 

   2 3 41 2 3
( ) ( 2 ) ( 3 )
2 3 4
x x x  

   2 3 41 4 9

2 3 4
x x x  

   
2 3 4

1 4 9

2 3 4x x x
 ◼ 

 

3) 53 2

4

1 3

2
y x x

x x
 

วิธีทำ จากโจทย์ จัดรูปใหม่ 

  y  1/3 2/5

1/2 1/4

1 3

2
x x

x x
 

   1/2 1/3 1/4 2/51
3

2
x x x x  

สูตร ( )
d du dv
u v

dx dx dx
 

 

สูตร ( )
d du
cu c

dx dx
 

 

สูตร 1( )n nd
x nx

dx
 

 

สูตร 1( )n nd
x nx

dx
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ดังนั้น 
dy

dx
 1/2 1/3 1/4 2/51

( ) ( ) 3 ( ) ( )
2

d d d d
x x x x

dx dx dx dx
 

   3/2 2/3 5/4 3/51 1 1 1 2
3

2 2 3 4 5
x x x x  

   3/2 2/3 5/4 3/51 1 3 2

4 3 4 5
x x x x  

   
3 4 53 2 5 3

1 1 3 2

4 3 4 5x x x x
 ◼ 

 

ข้อสังเกต  จากตัวอย่างข้างต้น สูตร ( )n
d
x

dx
 ถือเป็นสูตรที่ใช้บ่อย เนื่องจากฟังก์ชันส่วน

ใหญ่อยู่ในรูปของฟังก์ชันพหุนาม ผู้เรียนควรฝึกใช้สูตร ( )n
d
x

dx
 ให้คล่อง ซึ่งจะ

เป็นพื้นฐานที่ดใีนการเรียนรู้สูตรการหาอนุพันธ์ที่ซับซ้อน 
 

ตัวอย่าง 3.5 จงหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันต่อไปนี้ 

1) 2(2 3)(3 1)y x x  

วิธีทำ วิธีที่ 1 y  3 26 2 9 3x x x  

   3 26 9 2 3x x x  

ดังนั้น 
dy

dx
 3 26 ( ) 9 ( ) 2 ( ) (3)

d d d d
x x x

dx dx dx dx
 

   26(3 ) 9(2 ) 2(1) 0x x  

   218 18 2x x  ◼ 

 วิธีที่ 2 
dy

dx
 2(2 3)(3 1)

d
x x

dx
 

   2 2(2 3) (3 1) (3 1) (2 3)
d d

x x x x
dx dx

 

   2(2 3)(6 ) (3 1)(2)x x x  

   2 212 18 6 2x x x  

   218 18 2x x  ◼ 

สูตร 2( ), 2 3, 3 1
d
uv u x v x

dx
 

 

สูตร 1( )n nd
x nx

dx
 

 

สูตร 1( )n nd
x nx

dx
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2) 
2

4 3

x
y

x
 

วิธีทำ   
dy

dx
 

2

4 3

d x

dx x
 

   

2 2

2

(4 3) ( ) (4 3)

(4 3)

d d
x x x x

dx dx
x

 

   
2

2

(4 3)(2 ) (4)

(4 3)

x x x

x
 

   
2 2

2

8 6 4

(4 3)

x x x

x
 

   
2

2

4 6

(4 3)

x x

x
 ◼ 

 

ตัวอย่าง 3.6 กำหนดให้ 3 2( ) 4 3 2 1f  จงหา ( 1)f  

วิธีทำ จาก  ( )f  3 24 ( ) 3 ( ) 2 ( ) (1)
d d d d

d d d d
 

   212 6 2  

ดังนั้น ( 1)f  212( 1) 6( 1) 2  

   12(1) 6 2  

   12 8  

   20  ◼ 

 

3.4 การหาอน ุพ ันธ ์ของฟ ังก ์ช ันประกอบ  (Derivative of a composite 

function) 

ในการหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันประกอบนั้น เนื่องจากฟังก์ชันประกอบมีความซับซ้อนเป็นอย่าง
มาก ในการหาอนุพันธ์จะยิ่งซับซ้อนมากขึ้น ดังนั้นทฤษฎีบทต่อไปนี้ จะทำให้หาอนุพันธ์ของฟังก์ชัน
ประกอบได้สะดวกข้ึน 
  

สูตร 2, , 4 3
d u

u x v x
dx v
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ทฤษฎีบท 3.7 (กฎลูกโซ่ (the chain rule)) 

 ถ้า g  เป็นฟังก์ชันที่หาอนุพันธ์ได้ที่ x  และ f  เป็นฟังก์ชันที่หาอนุพันธ์ได้ที่ ( )g x  แล้ว 

ฟังก์ชันประกอบ f g  จะเป็นฟังก์ชันที่หาอนุพันธ์ได้ที่ x  ย ิ ่งไปกว่านั ้น ถ้า ( ( ))y f g x  และ 

( )u g x  แล้ว ( )y f u  และ 

   
dy dy du

dx du dx
 

 

หมายเหตุ  จากทฤษฎีบท 3.7 จะได้ว่า 

  ( ( )) ( ) ( ) ( ( )) ( )
d
f g x f g x f g x g x

dx
 -----(*) 

สามารถเรียกอีกอย่างหนึ่งได้ว่า f  เป็นฟังก์ชันภายนอก และ g  เป็นฟังก์ชันภายใน ของฟังก์ชัน

ประกอบ ( ( ))f g x  

ให้ ( )u g x  สมการ (*) สามารถเขียนใหม่ได้เป็น 

  ( ) ( )
d du
f u f u

dx dx
 

เรียกว่า รูปแบบท่ัวไปของสูตรการหาอนุพันธ์ (generalized derivative formula) ของฟังก์ชัน 

f  เพื่อหาอนุพันธ์ของ ( )f x  โดยการหาอนุพันธ์ของ ( )f u  เมื่อ u  เป็นฟังก์ชันของ x  ดังนั้นสูตร

ในการหาอนุพันธ์ของฟังก์ชัน สามารถเขียนในรูปแบบทั่วไปของสูตรการหาอนุพันธ์ได้ดังนี้ 
 

รูปฟังก์ชันของ x รูปแบบท่ัวไป 

1. 1( )n nd
x nx

dx
 1( )n nd du

u nu
dx dx

 

2. 
1

( )
2

d
x

dx x
 

1
( )

2

d du
u

dx dxu
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ตัวอย่าง 3.7 จงหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันต่อไปนี้ 

1) 3 5(2 8)y x  

วิธีทำ   
dy

dx
 3 5(2 8)

d
x

dx
 

   3 4 35(2 8) (2 8)
d

x x
dx

 

   3 4 25(2 8) (6 )x x  

   2 3 430 (2 8)x x  ◼ 

 

2) 2 7y x  

วิธีทำ   
dy

dx
 2 7

d
x

dx
 

   
1

(2 7)
2 2 7

d
x

dxx
 

   
1

(2)
2 2 7x

 

   
1

2 7x
 ◼ 

 

3) 2 3 7y x x  

วิธีทำ   
dy

dx
 2 3 7

d
x x

dx
 

   2 3 7 3 7 (2 )
d d
x x x x
dx dx

 

   
1

2 (3 7) 3 7(2)
2 3 7

d
x x x

dxx
 

   
1

2 (3) 2 3 7
2 3 7

x x
x

 

   
3

2 3 7
3 7

x
x

x
 ◼ 

สูตร 3( ), 2 8nd
u u x

dx
 

 

สูตร , 2 7
d
u u x

dx
 

 

สูตร ( ), 2 , 3 7
d
uv u x v x

dx
 

 

สูตร , 3 7
d
u u x

dx
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4) 
3

1

(3 2)

x
y

x
 

วิธีทำ วิธีที่ 1 
dy

dx
 

3

1

(3 2)

d x

dx x
 

   
3 3

3 2

(3 2) ( 1) ( 1) (3 2)

[(3 2) ]

d d
x x x x

dx dx
x

 

   
3 2

6

(3 2) (1) ( 1) 3(3 2) (3 2)

(3 2)

d
x x x x

dx
x

 

   
3 2

6

(3 2) 3( 1)(3 2) (3)

(3 2)

x x x

x
 

   
3 2

6

(3 2) 9( 1)(3 2)

(3 2)

x x x

x
 

   
3 2

6 6

(3 2) 9( 1)(3 2)

(3 2) (3 2)

x x x

x x
 

   
3 4

1 9( 1)

(3 2) (3 2)

x

x x
 ◼ 

 วิธีที่ 2 จากโจทย์ จัดรูปใหม่ 

  y  3( 1)(3 2)x x  

ดังนั้น 
dy

dx
 3( 1)(3 2)

d
x x

dx
 

   3 3( 1) (3 2) (3 2) ( 1)
d d

x x x x
dx dx

 

   4 3( 1) 3(3 2) (3 2) (3 2) (1)
d

x x x x
dx

 

   4 3( 1) 3(3 2) (3) (3 2)x x x  

   
4 3

9( 1) 1

(3 2) (3 2)

x

x x
 ◼ 

 

  

สูตร 3, 1, (3 2)
d u

u x v x
dx v

 

 

สูตร ( ), 3 2nd
u u x

dx
 

 

สูตร 3( ), 1, (3 2)
d
uv u x v x

dx
 

 

สูตร ( ), 3 2nd
u u x

dx
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ตัวอย่าง 3.8 กำหนดให้ 2 3, 1y u u x  จงหา dy
dx

 

วิธีทำ เนื่องจาก dy

du
 2( 3)

d
u

du
 

   2u  

  du

dx
 ( 1)

d
x

dx
 

   1  

จากกฎลูกโซ่ dy

dx
 dy du

du dx
 

ดังนั้น dy

dx
 2 (1)u  

   2u  

   2( 1)x  ◼ 

 

ตัวอย่าง 3.9 กำหนดให้ 21 , 1w s s t  จงหา dw
dt

 

วิธีทำ เนื่องจาก dw

ds
 (1 )

d
s

du
 

   
1

2 s
 

  ds

dt
 2(1 )

d
t

dt
 

   2t  

จากกฎลูกโซ่ dw

dt
 dw ds

ds dt
 

ดังนั้น dw

dt
 1

( 2 )
2

t
s

 

   t

s
 

   
21

t

t
 ◼ 

  

แทน 1u x  

 

แทน 21s t  
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หมายเหตุ  ทฤษฎีบท 3.7 ยังคงเป็นจริงในกรณีที่ y  เป็นฟังก์ชันประกอบของหลายฟังก์ชัน 

เช่น ( )y f u  เป็นฟังก์ชันที่หาอนุพันธ์ได้ที่ u , ( )u g s  เป็นฟังก์ชันที่หา

อนุพันธ์ได้ที่ s  และ ( )s h t  เป็นฟังก์ชันที่หาอนุพันธ์ได้ที่ t  จากกฎลูกโซ่จะ

ได้ว่า y  เป็นฟังก์ชันที่หาอนุพันธ์ได้ที่ t  และ 

  
dy dy du ds

dt du ds dt
 

  แสดงได้ดังตัวอย่างต่อไปนี้ 
 

ตัวอย่าง 3.10 กำหนดให้ 4 3 23 4 , 1,y u u u x x t  จงหา dy
dt

 

วิธีทำ เนื่องจาก dy

du
 4 3(3 4 )

d
u u

du
 

   3 212 12u u  

  du

dx
 ( 1)

d
x

dx
 

   1  

  dx

dt
 2( )

d
t

dt
 

   2t  

จากกฎลูกโซ่ dy

dt
 dy du dx

du dx dt
 

ดังนั้น 
dy

dt
 3 2(12 12 )(1)(2 )u u t  

   212 ( 1)(2 )u u t  

   224( 1) ( 1 1)x x t  

   224( 1)x xt  

   2 2 224( 1)t t t  

   2 2 324( 1)t t  ◼ 

  

แทน 1u x  

 

แทน 2x t  
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ตัวอย่าง 3.11 กำหนดให้ 3 2 22, , 1y u u x x t  จงหา dy
dt

 ที่จุด 2t  

วิธีทำ เนื่องจาก dy

du
 3( 2)

d
u

du
 

   23u  

  du

dx
 2( )

d
x

dx
 

   2x  

  dx

dt
 2(1 )

d
t

dt
 

   2t  

จากกฎลูกโซ่ dy

dt
 dy du dx

du dx dt
 

ดังนั้น dy

dt
 23 2 ( 2 )u x t  

   212u xt  

   2 212( )x x t  

   512x t  

   2 512(1 )t t  

ที่ 2t , 
2t

dy

dt
 2 512(1 2 ) (2)  

   524(1 4)  

   524( 3)  

   24( 243) 

   5,832  ◼ 

 

  

แทน 2u x  

 

แทน 21x t  
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3.5 อนุพันธ์ของฟังก์ชันโดยปริยาย (Implicit differentiation) 

ฟังก์ชันโดยชัดแจ้ง (explicit function) คือฟังก์ชันที่มีตัวแปรตาม 1 ตัว เขียนในรูปตัว

แปรอิสระ เช่น 

  22 , 1 , sin2 cos 3y x u t y x x  

โดยส่วนใหญ่ฟังก์ชันโดยชัดแจ้งมักเขียนในรูป ( )y f x  หรือเขียนในรูปตัวแปรตาม กับตัวแปร

อิสระแยกจากกันได้ชัดเจน 

ฟังก์ชันโดยปริยาย (implicit function) คือฟังก์ชันที่มีตัวแปรหลายตัวเขียนรวมกัน จน

ไม่สามารถแยกตัวแปรตาม เขียนในรูปตัวแปรอิสระได้ เช่น 

  2 2 22 0, sin cos 5x x y xy xy xy  

จากสมการข้างต้น สังเกตว่าจะไม่สามารถเขียน y  ให้อยู่ในรูปตัวแปรอิสระ x  ได้ โดยส่วนใหญ่

สมการข้างต้นมักเขียนในรูป ( , ) 0F x y  และเรียก y  ว่าเป็นฟังก์ชันโดยปริยายของ x  

ในการหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันโดยปริยาย เมื่อ y  เป็นฟังก์ชันโดยปริยายของ x  จะทำการหา

อนุพันธ์เทียบกับตัวแปร x  ทั้งสมการ โดยมอง y  อยู่ในรูปของฟังก์ชันที่มีตัวแปร x  โดยมีขั้นตอน

ดังนี้ 
 

ขั้นตอนในการหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันโดยปริยาย 

1. หาอนุพันธ์เทียบตัวแปรของฟังก์ชันทุกตัว โดยมอง y  ว่าเป็นฟังก์ชันโดยปริยายของ x  

2. จัดรูปสมการ โดยให้ด้านซ้ายมีพจน์ที่ติด dy
dx

 ด้านขวาไม่มีพจน์ที่ติด dy
dx

 

3. จัดรูป ให้อยู่ในรูป dy
dx

 

 

ตัวอย่าง 3.12 กำหนดให้ 2 2 5 0x xy  เมื่อ y  เป็นฟังก์ชันโดยปริยายของ x  จงหา dy
dx

 

วิธีทำ หาอนุพันธ์เทียบตัวแปร x  ทั้งสมการ 
จาก  2 2 5x xy  0  

ดังนั้น 2 2( ) ( ) (5)
d d d
x xy

dx dx dx
 (0)

d

dx
 

สูตร 2( ), ,
d
uv u x v y

dx
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 2 22 ( ) ( ) 0
d d

x x y y x
dx dx

 0  

  22 (2 )
dy

x x y y
dx

 0  

  2
dy

xy
dx

 22x y  

  
dy

dx
 

22

2

x y

xy
 ◼ 

 

ตัวอย่าง 3.13 กำหนดให้ 2 2 1x xy y  เมื่อ y  เป็นฟังก์ชันโดยปริยายของ x  จงหา dy
dx

 

ที่จุด (0,1)  

วิธีทำ หาอนุพันธ์เทียบตัวแปร x  ทั้งสมการ 
จาก  2 2x xy y  1  

ดังนั้น 2 2( ) ( ) ( )
d d d
x xy y

dx dx dx
 (1)

d

dx
 

 2 ( ) ( ) 2
d d dy

x x y y x y
dx dx dx

  0  

  2 2
dy dy

x x y y
dx dx

 0  

  2
dy dy
x y
dx dx

 2x y  

  ( 2 )
dy

x y
dx

 2x y  

  
dy

dx
 

2

2

x y

x y
 

ที่จุด (0,1) , 
(0,1)

dy

dx
 

2(0) 1

0 2(1)
 

   1

2
 ◼ 

  

สูตร ( ),n
d
u u y

dx
 

สูตร ( ), ,
d
uv u x v y

dx
 

สูตร ( ),n
d
u u y

dx
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ตัวอย่าง 3.14 กำหนดให้ 3 31 2xy x y  เมื่อ y  เป็นฟังก์ชันโดยปริยายของ x  จงหา dy
dx

 

วิธีทำ หาอนุพันธ์เทียบตัวแปร x  ทั้งสมการ 
จาก  31 2xy  3x y  

ดังนั้น 3(1) (2 )
d d

xy
dx dx

 3( )
d
x y

dx
 

  3 30 2 ( ) (2 )
d d
x y y x
dx dx

 3 3( ) ( )
d d

x y y x
dx dx

 

  2 32 (3 ) (2)
dy

x y y
dx

 3 2(3 )
dy

x y x
dx

 

  2 36
dy dy

xy x
dx dx

 2 33 2x y y  

  2 3(6 )
dy

xy x
dx

 2 33 2x y y  

  
dy

dx
 

2 3

2 3

3 2

6

x y y

xy x
 ◼ 

 

ตัวอย่าง 3.15 กำหนดให้ 2(1 )
y

y
x

 เมื่อ y  เป็นฟังก์ชันโดยปริยายของ x  จงหา dy
dx

 

วิธีทำ จัดรูป 2(1 )y  1x y  

หาอนุพันธ์เทียบตัวแปร x  ทั้งสมการ 

  2(1 )
d

y
dx

 1( )
d
x y

dx
 

  2(1 ) (1 )
d

y y
dx

 1 1( )
dy d

x y x
dx dx

 

  2(1 ) 0
dy

y
dx

 1 2( )
dy

x y x
dx

 

  (2 2 )
dy

y
dx

 1 2dy
x x y
dx

 

  1(2 2 )
dy

y x
dx

 2x y  

  
dy

dx
 

2

12 2

x y

y x
 ◼ 

สูตร 3( ), 2 ,
d
uv u x v y

dx
 

สูตร 3( ), ,
d
uv u x v y

dx
 

สูตร 1( ), ,
d
uv u x v y

dx
 

สูตร ( ), 1nd
u u y

dx
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3.6 อนุพันธ์อันดับสูง (Higher derivatives) 

ในหัวข้อก่อนหน้านี้ผู้เรียนได้ทำการหาอนุพันธ์ของฟังก์ชัน ( )y f x  จะได้ฟังก์ชันใหม่คือ 

( )f x  หาก ( )f x  สามารถหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันได้ จะเรียกผลลัพธ์นี้ว่าอนุพันธ์อันดับที่สอง แทน

ด้วยสัญลักษณ์ ( )f x  ซึ่งยังคงเป็นฟังก์ชัน โดยจะกล่าวถึงอนุพันธ์อันดับอ่ืน ๆ ดังนี้ 

ให้ ( )y f x  เป็นฟังก์ชันของ x  พิจารณาการหาอนุพันธ์ของฟังก์ชัน 

อนุพันธ์อันดับ 1 ของ f ที่ x (first derivative) เขียนแทนด้วย 

 y  ( )
d
f x

dx
 

อนุพันธ์อันดับ 2 ของ f ที่ x (second derivative) เขียนแทนด้วย 

 y  ( )
d d

f x
dx dx

  
2

2
( )

d
f x

dx
 

อนุพันธ์อันดับ 3 ของ f ที่ x (third derivative) เขียนแทนด้วย 

 y  
2

2
( )

d d
f x

dx dx
  

3

3
( )

d
f x

dx
 

อนุพันธ์อันดับ 4 ของ f ที่ x (fourth derivative) เขียนแทนด้วย 

 (4)y  
3

3
( )

d d
f x

dx dx
  

4

4
( )

d
f x

dx
 

   

อนุพันธ์อันดับ n ของ f ที่ x (nth derivative) เขียนแทนด้วย 

 ( )ny  
1

1
( )

n

n

d d
f x

dx dx
  ( )

n

n

d
f x

dx
 

 

ตัวอย่าง 3.16 กำหนดให้ 3 24 7 10y x x  จงหา y  

วิธีทำ จาก  y  3 24 7 10x x  

ดังนั้น y  3 2(4 7 10)
d
x x

dx
 

   24(3 ) 7(2 ) 0x x  

   212 14x x  
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  y  2(12 14 )
d

x x
dx

 

   12(2 ) 14(1)x  

   24 14x  

  y  (24 14)
d

x
dx

 

   24(1) 0  

   24  ◼ 

 

ตัวอย่าง 3.17 กำหนดให้ 
3

x
y
x

 จงหา 
3

3

d y

dx
 

วิธีทำ จาก  y  
3

x

x
 

ดังนั้น 
dy

dx
 

3

d x

dx x
 

   
2

( 3) ( ) ( 3)

( 3)

d d
x x x x

dx dx
x

 

   
2

( 3)(1) (1)

( 3)

x x

x
 

   
2

3

( 3)

x x

x
 

   
2

3

( 3)x
 

   23( 3)x  

  
2

2

d y

dx
 23 ( 3)

d
x

dx
 

   3( 3)( 2)( 3) ( 3)
d

x x
dx

 

   36( 3) (1)x  

   36( 3)x  

สูตร , , 3
d u

u x v x
dx v

 

สูตร ( ), 3nd
u u x

dx
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3

3

d y

dx
 36 ( 3)

d
x

dx
 

   4(6)( 3)( 3) ( 3)
d

x x
dx

 

   418( 3) (1)x  

   418( 3)x  

   
4

18

( 3)x
 ◼ 

 

ตัวอย่าง 3.18 กำหนดให้ 1 2y x  จงหา y  

วิธีทำ จัดรูป y  1/2(1 2 )x  

ดังนั้น y  1/2(1 2 )
d

x
dx

 

   1/21
(1 2 ) (1 2 )
2

d
x x

dx
 

   1/21
(1 2 ) (2)
2

x  

   1/2(1 2 )x  

  y  1/2(1 2 )
d

x
dx

 

   3/21
(1 2 ) (1 2 )
2

d
x x

dx
 

   3/21
(1 2 ) (2)
2

x  

   3/2(1 2 )x  

   
3

1

(1 2 )x
 ◼ 

 

ข้อสังเกต  จากตัวอย่าง 3.19 จะเห็นว่าการจัดรูปรากที่ 2 ให้อยู่ในรูปยกกำลังเศษส่วน จะ

ช่วยให้สามารถหาอนุพันธ์อันดับสูงได้สะดวกยิ่งข้ึน 

  

สูตร ( ), 1 2nd
u u x

dx
 

สูตร ( ), 1 2nd
u u x

dx
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3.7 การหาอน ุพ ันธ ์ของฟ ังก ์ช ันอด ิศ ัย (Derivative of transcendental 

functions) 

ในหัวข้อที่ผ่านมาได้ศึกษาการหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันพีชคณิตซึ่งเป็นฟังก์ชันภายใต้การ
ดำเนินการทางพีชคณิต (การบวก การลบ การคูณ การหาร การถอดราก และการยกกำลัง) บนตัว

แปรอิสระ x  และมีสัมประสิทธิ์เป็นค่าคงที่ ในหัวข้อนี้จะศึกษาการหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันอดิศัย โดย
ฟังก์ชันอดิศัยที่สนใจศึกษาคือฟังก์ชันเลขชี้กำลัง ฟังก์ชันลอการิทึม ฟังก์ชันตรีโกณมิติ และฟังก์ชัน
ตรีโกณมิติผกผัน 

ฟังก์ชันอดิศัยที่กล่าวมามีความสำคัญและพบได้ในแบบจำลองทางคณิตศาสตร์ วิทยาศาสตร์ 
วิศวกรรม เศรษฐศาสตร์ และสาขาอ่ืน ๆ ที่เกี่ยวข้อง 
 

3.7.1 อนุพันธ์ของฟังก์ชันลอการิทึม (Derivative of logarithmic functions) 

ฟังก์ชันลอการิทึม คือฟังก์ชันผกผันของฟังก์ชันเลขชี้กำลัง โดยฟังก์ชันลอการิทึมจะ
อยู่ในรูป log

a
y x  เมื่อ 0a  และ 1a  ฟังก์ชันลอการิทึมที่มักพบเจอบ่อย ๆ จะเรียกว่า

ลอการิทึมธรรมชาติ โดยมีตัวฐานเป็น e  และอยู่ในรูป log ln
e

y x x  เมื่อ e  มีค่าประมาณ 

2.71828… 

ในหัวข้อนี้จะศึกษาการหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันลอการิทึม ซึ่งเป็นฟังก์ชันผกผันของฟังก์ชันเลข
ชี้กำลัง ผู้เรียนสามารถศึกษารายละเอียดพื้นฐานของฟังก์ชันลอการิทึม รวมถึงคุณสมบัติเพิ่มเติมไดท้ี่
ภาคผนวกท้ายเล่ม 

ก่อนที่จะเข้าสู่การหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันลอการิทึม พิจารณาการหาค่า 1/

0
lim (1 ) x
x

x  

โดยการใช้ตาราง 3.1 ดังนี้ 

ตาราง 3.1 แสดงค่าของ 1/(1 ) xx  เมื่อ x  เข้าใกล้ 0 ทางซ้ายและทางขวา 

x  
1/(1 ) xx   x  

1/(1 ) xx  

0.0001 2.7181459  -0.0001 2.7184178 

0.00001 2.7182682  -0.00001 2.7182954 

0.000001 2.7182805  -0.000001 2.7182832 

0.0000001 2.7182817  -0.0000001 2.7182820 

0.00000001 2.7182818  -0.00000001 2.7182819 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 



94 | บทที่ 3 อนุพันธ์ของฟังก์ชัน  2-212-103 แคลคูลัส 1 

จากตาราง 3.1 จะได้ว่า 1/

0
lim (1 ) x
x

x e  ซึ่งจะใช้ในการพิสูจน์ทฤษฎีบทต่อไปนี้ 

 

ทฤษฎีบท 3.8 (อนุพันธ์ของฟังก์ชันลอการิทึม) สำหรับ 0a  และ 1a  

 1. 
1

(log ) log
a a

d
x e

dx x
, 0x  

 2. 
1

(ln )
d

x
dx x

, 0x  

พิสูจน์ ดูภาคผนวก  ◼ 
 

หมายเหตุ 1. จากคุณสมบัติ log ln 1
log

log ln lna

e e
e

a a a
 จะได้ว่า 

  1
(log )

lna

d
x

dx x a
 

 2. จากกฎลูกโซ่ สามารถเขียนในรูปแบบทั่วไปของสูตรการหาอนุพันธ์ได้ดังนี ้

รูปฟังก์ชันของ x รูปแบบท่ัวไป 

1. 
1

(log ) log
a a

d
x e

dx x
 

1
(log ) log

a a

d du
u e

dx u dx
 

2. 
1

(ln )
d

x
dx x

 
1

(ln )
d du

u
dx u dx

 

 

ตัวอย่าง 3.19 จงหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันต่อไปนี้ 

1) 2

3
log ( 4)y x  

วิธีทำ   
dy

dx
 2

3
log ( 4)

d
x

dx
 

   2

32

1
log ( 4)

4

d
e x
dxx

 

   
32

1
log (2 )

4
e x

x
 

   3
2

2 log

4

x e

x
 ◼ 

  

สูตร 2(log ), 4a

d
u u x

dx
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2) 3logy x x  ที่จุด 1x  

วิธีทำ จัดรูป y  3 logx x  

ดังนั้น dy

dx
 (3 log )

d
x x

dx
 

   3 (log ) log (3 )
d d

x x x x
dx dx

 

   
1

3 log log (3)x e x
x

 

   3 log 3 loge x  

ที่จุด 1x  จะได้ 

  
1x

dy

dx
 3 log 3 log1e  

   3 loge  ◼ 

 

3) 
4

2

(2 5)
ln
(3 1)

x x
y

x
 

วิธีทำ จดัรูป y  4 2ln ln(2 5) ln(3 1)x x x  

   ln 4 ln(2 5) 2 ln(3 1)x x x  

ดังนั้น dy

dx
 ln 4 ln(2 5) 2 ln(3 1)

d
x x x

dx
 

   (ln ) 4 ln(2 5) 2 ln(3 1)
d d d

x x x
dx dx dx

 

   
1 1 1
4 (2 5) 2 (3 1)
2 5 3 1

d d
x x

x x dx x dx
 

   
1 1 1
4 (2) 2 (3)
2 5 3 1x x x

 

   
1 8 6

2 5 3 1x x x
 ◼ 

  

สูตร ( ), 3 , log
d
uv u x v x

dx
 

log1 0  

log lognu n u  

ln ln ln

ln ln ln

ln lnn

uv u v

u
u v

v
u n u

 

สูตร 
1

(ln )
d du

u
dx u dx
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4) 3ln (2 1)y x  

วิธีทำ   
dy

dx
 3ln (2 1)

d
x

dx
 

   23 ln (2 1) ln(2 1)
d

x x
dx

 

   2 1
3 ln (2 1) (2 1)

2 1

d
x x

x dx
 

   2 1
3 ln (2 1) (2)

2 1
x

x
 

   
26 ln (2 1)

2 1

x

x
 ◼ 

 

นอกจากนี้ ยังสามารถนำฟังก์ชันลอการิทึมไปหาอนุพันธ์ที ่อยู่ในรูปผลคูณหรือผลหารที่

ซับซ้อนได้ โดยการหาลอการิทึมฐาน e  ทั้งสมการ หลังจากนั้น ใช้คุณสมบัติของฟังก์ชันลอการิทึม 
แล้วจึงทำการหาอนุพันธ์ ดังตัวอย่างต่อไปนี้ 
 

ตัวอย่าง 3.20 จงหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันต่อไปนี้ โดยใช้คุณสมบัติของฟังก์ชันลอการิทึม 

1) 2 4 2 6( 3) ( 5)y x x x  

วิธีทำ ขั้นตอนที่ 1 ทำการหาลอการิทึมฐาน e  ทั้งสมการ 

  lny  2 4 2 6ln ( 3) ( 5)x x x  

   2 4 2 6ln ln( 3) ln( 5)x x x  

   22 ln 4 ln( 3) 6 ln( 5)x x x  

ขั้นตอนที่ 2 หาอนุพันธ์เทียบตัวแปร x  ทั้งสมการ 

  (ln )
d

y
dx

 22 (ln ) 4 ln( 3) 6 ln( 5)
d d d

x x x
dx dx dx

 

  
1 dy

y dx
 2

2

1 1 1
2 4 ( 3) 6 ( 5)

3 5

d d
x x

x x dx dxx
 

   
2

1 1 1
2 4 (1) 6 (2 )

3 5
x

x x x
 

   
2

2 4 12

3 5

x

x x x
 

ln( ) ln lnuv u v  

ln( ) lnnu n u  

สูตร 
1

(ln )
d du

u
dx u dx

 

สูตร ( ), ln(2 1)nd
u u x

dx
 

สูตร (ln ), 2 1
d

u u x
dx
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ดังนั้น 
dy

dx
 

2

2 4 12

3 5

x
y
x x x

 

   2 4 2 6

2

2 4 12
( 3) ( 5)

3 5

x
x x x

x x x
 ◼ 

 

2) 
7

3

7(3 5)

2 9

x x
y

x
 

วิธีทำ จดัรูป y  1/2 7 1/3( 7) (3 5) (2 9)x x x  

ขั้นตอนที่ 1 ทำการหาลอการิทึมฐาน e  ทั้งสมการ 

  lny  1/2 7 1/3ln ( 7) (3 5) (2 9)x x x  

   1/2 7 1/3ln( 7) ln(3 5) ln(2 9)x x x  

   
1 1
ln( 7) 7 ln(3 5) ln(2 9)
2 3
x x x  

ขั้นตอนที่ 2 หาอนุพันธ์เทียบตัวแปร x  ทั้งสมการ 

  (ln )
d

y
dx

 
1 1

ln( 7) 7 ln(3 5) ln(2 9)
2 3

d d d
x x x

dx dx dx
 

  
1 dy

y dx
 

1 1 1
( 7) 7 (3 5)

2 7 3 5

d d
x x

x dx x dx
 

         
1 1

(2 9)
3 2 9

d
x

x dx
 

   
1 1 1 1 1

(1) 7 (3) (2)
2 7 3 5 3 2 9x x x

 

   
1 21 2

2( 7) 3 5 3(2 9)x x x
 

ดังนั้น 
dy

dx
 

1 21 2

2( 7) 3 5 3(2 9)
y
x x x

 

   
7

3

7(3 5) 1 21 2

2( 7) 3 5 3(2 9)2 9

x x

x x xx
 ◼ 

  

ln( ) ln lnuv u v  

ln( ) lnnu n u  

สูตร 
1

(ln )
d du

u
dx u dx

 



98 | บทที่ 3 อนุพันธ์ของฟังก์ชัน  2-212-103 แคลคูลัส 1 

3.7.2 อนุพันธ์ของฟังก์ชันเลขชี้กำลัง (Derivative of exponential functions) 

ฟังก์ชันเลขชี้กำลังคือฟังก์ชันที่อยู่ในลักษณะของตัวยกกำลังเป็นตัวแปรอิสระ x  

โดยมีลักษณะฟังก์ชันคือ xy a  เมื่อ 0a  และ 1a  ฟังก์ชันเลขชี้กำลังเป็นฟังก์ชันที่มีการใช้

งานอย่างมากมายในทางวิทยาศาสตร์ วิศวกรรม เศรษฐศาสตร์ และสาขาอื่น ๆ โดยฟังก์ชันเลขชี้
กำลังที่มักพบเจอจะมีตัวฐานเป็น e  และอยู่ในรูป xy e  เมื่อ e  มีค่าประมาณ 2.71828… 

ในหัวข้อนี้จะศึกษาการหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันเลขชี้กำลัง ผู้เรียนสามารถศึกษารายละเอียด
พ้ืนฐานของฟังก์ชันเลขชี้กำลัง รวมถึงคุณสมบัติเพิ่มเติมได้ที่ภาคผนวกท้ายเล่ม 

 

ทฤษฎีบท 3.9 (อนุพันธ์ของฟังก์ชันเลขชี้กำลัง) สำหรับ 0a  และ 1a  

 1. ( ) lnx xd
a a a

dx
 

 2. ( )x xd
e e

dx
 

พิสูจน์ ดูภาคผนวก  ◼ 
 

หมายเหตุ  จากกฎลูกโซ่ สามารถเขียนในรูปแบบทั่วไปของสูตรการหาอนุพันธ์ได้ดังนี ้
รูปฟังก์ชันของ x รูปแบบท่ัวไป 

1. ( ) lnx xd
a a a

dx
 ( ) lnu ud du

a a a
dx dx

 

2. ( )x xd
e e

dx
 ( )u ud du

e e
dx dx

 

 

นอกจากนี้ ยังสามารถหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันที่อยู่ในรูปของฟังก์ชันยกกำลังฟังก์ชันได้  โดย
อาศัยคุณสมบัติของฟังก์ชันลอการิทึมดังทฤษฎีบทต่อไปนี้ 
 

ทฤษฎีบท 3.10 ให้ u  และ v  เป็นฟังก์ชันที่หาอนุพันธ์ได้ที่ x  

   1( ) lnv v vd du dv
u vu u u

dx dx dx
 

พิสูจน์ ดูภาคผนวก  ◼ 
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ตัวอย่าง 3.21 จงหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันต่อไปนี้ 

1) 5 xy  

วิธีทำ   
dy

dx
 (5 )x

d

dx
 

   5 ln 5 ( )x d
x

dx
 

   
1

5 ln5
2

x

x
 

   
5 ln 5

2

x

x
 ◼ 

 

2) ln2 (3 7)xy x  

วิธีทำ   
dy

dx
 ln2 (3 7)xd

x
dx

 

   ln ln2 (3 7) (3 7) (2 )x xd d
x x

dx dx
 

   ln ln2 (3) (3 7) 2 ln2 (ln )x x d
x x

dx
 

   ln ln 1
3 2 (3 7) 2 ln2x xx

x
 

   
ln

ln (3 7) 2 ln2
3 2

x
x x

x
 ◼ 

 

3) ln(3 2)(2 ) xy e  

วิธีทำ จาก  y  ln(3 2)(2 ) xe  

   ln(3 2) ln(3 2)2 x xe  

   ln(3 2)2 (3 2)x x  

ดังนั้น dy

dx
 ln(3 2)2 (3 2)xd

x
dx

 

   ln(3 2) ln(3 2)2 (3 2) (3 2) 2x xd d
x x

dx dx
 

สูตร ( ),u
d
a u x

dx
 

สูตร ln( ), 2 , 3 7xd
uv u v x

dx
 

สูตร ( ), lnud
a u x

dx
 

( )n n nab a b  

ln ue u  

สูตร ln(3 2)( ), 2 , 3 2xd
uv u v x

dx
 

สูตร ( ), ln(3 2)ud
a u x

dx
 



100 | บทที่ 3 อนุพันธ์ของฟังก์ชัน  2-212-103 แคลคูลัส 1 

  
dy

dx
 ln(3 2) ln(3 2)2 (3) (3 2) 2 ln2 ln(3 2)x x d

x x
dx

 

   ln(3 2) ln(3 2) 1
3 2 (3 2) 2 ln2 (3 2)

3 2
x x d

x x
x dx

 

   ln(3 2) ln(3 2) 1
3 2 (3 2) 2 ln2 (3)

3 2
x xx

x
 

   
ln(3 2)

ln(3 2) 3(3 2) 2 ln2
3 2

3 2

x
x x

x
 ◼ 

 

4) 
2

log 3

xe
y

x
 เมื่อ 1x  

วิธีทำ   
dy

dx
 

2

log 3

xd e

dx x
 

   

2 2

2

log 3 ( ) (log 3 )

(log 3 )

x xd d
x e e x
dx dx

x
 

   

2 2

2

1
log 3 (2 ) log (3 )

3
(log 3 )

x xd d
x e x e e x

dx x dx
x

 

   

2 2

2

1
log 3 (2) log (3)

3
(log 3 )

x xx e e e
x

x
 

   

2
2

2

log
2 log 3

(log 3 )

x
x e e
e x

x
x

 

ที่จุด 1x  จะได้ว่า 

  
1x

dy

dx
 

2 2

2

2 log 3 log

(log 3)

e e e
 ◼ 

 

5) xy x  

วิธีทำ   
dy

dx
 ( )x

d
x

dx
 

   1 lnx xdx d
x x x x x

dx dx
 

สูตร ( ), ,vd
u u x v x

dx
 

สูตร 2, , log 3xd u
u e v x

dx v
 

สูตร (log ), 3
d

u u x
dx

 

สูตร ( ), 2ud
e u x

dx
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dy

dx
 1 1

(1) ln
2

x xx x x x
x

 

   1 ln

2

x
x x x

x x
x

 ◼ 

 

ตัวอย่าง 3.22 กำหนดให้ 2ln3 xy x e  จงหา 
2

2

d y

dx
 

วิธีทำ จาก  y  2ln 3 xx e  

ดังนั้น 
dy

dx
 2(ln 3 )x

d
x e

dx
 

   2(ln 3 ) ( )x
d d

x e
dx dx

 

   21
(3 ) (2 )

3
xd d

x e x
x dx dx

 

   21
(3) (2)

3
xe

x
 

   21
2 xe

x
 

   1 22 xx e  

  
2

2

d y

dx
 1 2( 2 )x

d
x e

dx
 

   1 2( ) 2 ( )x
d d
x e

dx dx
 

   2 2( 1) 2(2 )xx e  

   2 24 xx e  

   2

2

1
4 xe

x
 ◼ 

  

สูตร ( ), 2ud
e u x

dx
 

สูตร (ln ), 3
d

u u x
dx

 

2 2( ) 2x xd
e e

dx
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ตัวอย่าง 3.23 กำหนดให้ 0y x
e

y
 เมื่อ y  เป็นฟังก์ชันโดยปริยายของ x  จงหา dy

dx
 ที่จุด 

(1,1) 

วิธีทำ หาอนุพันธ์เทียบตัวแปร x  ทั้งสมการ 

จาก  y x
e

y
 0  

ดังนั้น ( )y
d d x
e

dx dx y
 (0)

d

dx
 

 
2

1
( ) ( ) ( )y d d d

e y y x x y
dx dx dxy

0  

  
2 2

y dy y x dy
e
dx dxy y

 0  

  
2

y dy x dy
e
dx dxy

 1

y
 

  
2

y x dy
e

dxy
 

1

y
 

  
dy

dx
 

2

1

y

y
x

e
y

 

ที่จุด (1,1), 
(1,1)

dy

dx
 

1

2

1

1
1

1
e

 

   1

1e
 ◼ 

  

สูตร , ,
d u

u x v y
dx v

 

สูตร ( ),u
d
e u y

dx
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3.7.3 อนุพันธ์ของฟังก์ชันตรีโกณมิติ (Derivatives of trigonometric function) 

ฟังก์ชันตรีโกณมิติถือเป็นฟังก์ชันที่ใช้งานในวิทยาศาสตร์และวิศวกรรมค่อนข้าง
มากมาย การหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันตรีโกณมิติถือเป็นสิ่งสำคัญในทางแคลคูลัส นอกจากนี้ยังนำไปสู่
การแก้ปัญหาที่น่าสนใจมากมายในทางวิทยาศาสตร์และทางวิศวกรรม 

ในหัวข้อนี้จะศึกษาการหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันตรีโกณมิติ 6 ตัว ได้แก่ไซน์ โคไซน์ แทนเจนต์ 

โคแทนเจนต์ เซแคนต์ และโคเซแคนต์ ผู้เร ียนสามารถศึกษารายละเอียดพื ้นฐานของฟังก์ชัน
ตรีโกณมิติ รวมถึงคุณสมบัติเพิ่มเติมได้ที่ภาคผนวกท้ายเล่ม ในที่นี้จะพิจารณาการหาอนุพันธ์ของ
ฟังก์ชันตรีโกณมิติ โดยมีหน่วยในการวัดเป็นเรเดียน 

ก่อนที่จะพิสูจน์อนุพันธ์ของฟังก์ชันตรีโกณมิติ มีลิมิตของฟังก์ชันตรีโกณมิติที่ควรต้องรู้ก่อน 

คือ 
0

sin
lim 1
h

h

h
 และ 

0

1 cos
lim 0
h

h

h
 ซึ่งแสดงดังตัวอย่างต่อไปนี้ 

 

ตัวอย่าง 3.24 จงแสดงว่า 
0

sin
lim 1
h

h

h
 

วิธีทำ สมมติให้ 0
2

h  พิจารณาการตัดกันของเส้นตรงกับกราฟวงกลม 1 หน่วย และมุม h  

แสดงดังรูป 3.2 

  

รูป 3.2 กราฟแสดงการตัดกันของเส้นตรงกับกราฟวงกลม 1 หน่วย 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

จากรูป 3.2 จะได้ว่า 

 0   <   พ้ืนที่ OAP    <   พ้ืนที่ของส่วนวง OAP    <   พ้ืนที่ OAQ  
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เนื่องจาก พ้ืนที่ OAP  1

2
ฐาน สูง   1

(1)sin
2

h    1
sin
2

h  

  พ้ืนที่ของส่วนวง OAP  
1

2
รัศมี2 h    21

(1)
2

h    1

2
h  

  พ้ืนที่ OAQ  
1

2
ฐาน สูง   1

(1)tan
2

h    1
tan
2

h  

จะได้ว่า 0 < 
1
sin
2

h  < 
1

2
h  < 

1 1 sin
tan
2 2 cos

h
h

h
 

เมื่อ 0h  นำ 2
sinh

 คูณตลอด ดังนั้น 

จะได้ว่า 1 < 
sin

h

h
 < 

1

cosh
 

เนื่องจาก 0
2

h  ดังนั้นกลับเศษเป็นส่วนได้คือ 

จะได้ว่า cosh  < 
sinh

h
 < 1 

เนื่องจาก 
0

lim cos 1
h

h  และ 
0

lim 1 1
h

 

โดยทฤษฎีบทแซนวิส จะได้ว่า   
0

sin
lim 1
h

h

h
 ◼ 

 

ตัวอย่าง 3.25 จงแสดงว่า 
0

1 cos
lim 0
h

h

h
 

วิธีทำ เนื ่องจาก 
0

1 cos 1 cos 0 1 1 0
lim

0 0 0h

h

h
 อยู ่ในรูปแบบยังไม่กำหนด 0

0
 

ต้องแก้ปัญหาโดยใช้นำ 1 cosh  คูณทั้งเศษและส่วน ดังนั้น 

  
0

1 cos
lim
h

h

h
 

0

1 cos 1 cos
lim

1 cosh

h h

h h
 

   
2

0

1 cos
lim

(1 cos )h

h

h h
 

   
2

0

sin
lim

(1 cos )h

h

h h
 

   
0

sin sin
lim

1 cosh

h h

h h
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0

1 cos
lim
h

h

h
 

0 0

sin sin
lim lim

1 cosh h

h h

h h
 

   
0

(1)
0 1

 

   0  

จะได้ว่า   
0

1 cos
lim 0
h

h

h
 ◼ 

 

ทฤษฎีบท 3.11 (อนุพันธ์ของฟังก์ชันตรีโกณมิติ) 

 1. (sin ) cos
d

x x
dx

 

 2. (cos ) sin
d

x x
dx

 

 3. 2(tan ) sec
d

x x
dx

 

 4. 2(cot ) cosec
d

x x
dx

 

 5. (sec ) sec tan
d

x x x
dx

 

 6. (cosec ) cosec cot
d

x x x
dx

 

พิสูจน์ ดูภาคผนวก  ◼ 
 

หมายเหตุ  จากกฎลูกโซ่ สามารถเขียนในรูปแบบทั่วไปของสูตรการหาอนุพันธ์ได้ดังนี้ 
รูปฟังก์ชันของ x รูปแบบท่ัวไป 

1. (sin ) cos
d

x x
dx

 (sin ) cos
d du

u u
dx dx

 

2. (cos ) sin
d

x x
dx

 (cos ) sin
d du

u u
dx dx

 

3. 2(tan ) sec
d

x x
dx

 2(tan ) sec
d du

u u
dx dx

 

4. 2(cot ) cosec
d

x x
dx

 2(cot ) cosec
d du

u u
dx dx
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รูปฟังก์ชันของ x รูปแบบท่ัวไป 

5. (sec ) sec tan
d

x x x
dx

 (sec ) sec tan
d du

u u u
dx dx

 

6. (cosec ) cosec cot
d

x x x
dx

 (cosec ) cosec cot
d du

u u u
dx dx

 

 

ตัวอย่าง 3.26 จงหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันต่อไปนี้ 

1) sin lny x  

วิธีทำ   
dy

dx
 (sin ln )

d
x

dx
 

   cos ln ln
d

x x
dx

 

   
1

cos ln (ln )
2 ln

d
x x

dxx
 

   
1 1

cos ln
2 ln

x
xx

 

   
cos ln

2 ln

x

x x
 ◼ 

 

2) lncos(2 )xy  

วิธีทำ   
dy

dx
 lncos(2 )x

d

dx
 

   ln lnsin(2 ) (2 )x xd

dx
 

   ln lnsin(2 ) 2 ln2 (ln )x x d
x

dx
 

   ln ln 1
sin(2 ) 2 ln2x x

x
 

   
ln lnsin(2 ) 2 ln2x x

x
 ◼ 

  

สูตร ln(cos ), 2 xd
u u

dx
 

สูตร ( ), lnud
a u x

dx
 

สูตร (sin ), ln
d

u u x
dx

 

สูตร , ln
d
u u x

dx
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3) 
2

sin

x
y

x
 

วิธีทำ   
dy

dx
 

2

sin

d x

dx x
 

   
2

sin (2 ) 2 (sin )

(sin )

d d
x x x x
dx dx

x
 

   
2

sin (2) 2 cos ( )

sin

d
x x x x

dx
x

 

   
2

2 sin 2 cos ( )

sin

x x x

x
 

   
2

2 sin 2 cos

sin

x x x

x
 

   
2 2

2 sin 2 cos

sin sin

x x x

x x
 

   
2 cos 1

2
sin sin sin

x
x

x x x
 

   2cosec 2 cot cosecx x x x  ◼ 

 

4) 2tanxy e x  

วิธีทำ   
dy

dx
 2( tan )xd

e x
dx

 

   2 2(tan ) tan ( )x xd d
e x x e
dx dx

 

   22 tan (tan ) tan ( )x xd
e x x x e

dx
 

   2 22 tan sec tanx xe x x e x  

   2 22 tan (1 tan ) tanx xe x x e x  

   3 22 tan 2 tan tanx x xe x e x e x  

   2 32 tan tan 2 tanx x xe x e x e x  ◼ 

  

สูตร 2( ), , tanxd
uv u e v x

dx
 

สูตร ( ), tannd
u u x

dx
 

สูตร , 2 , sin
d u

u x v x
dx v

 

สูตร (sin ),
d

u u x
dx

 

1
cosec

sin
x

x
 

cos
cot

sin

x
x

x
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5) sin(ln cos )y x  

วิธีทำ   
dy

dx
 sin(ln cos )

d
x

dx
 

   cos(ln cos ) (ln cos )
d

x x
dx

 

   
1

cos(ln cos ) (cos )
cos

d
x x

x dx
 

   
1

cos(ln cos ) ( sin )
cos

x x
x

 

   
sin

cos(ln cos )
cos

x
x

x
 

   tan cos(ln cos )x x  ◼ 

 

6) tan(cot )y x  

วิธีทำ   
dy

dx
 tan(cot )

d
x

dx
 

   2sec (cot ) (cot )
d

x x
dx

 

   2 2sec (cot ) ( cosec )x x  

   2 2cosec sec (cot )x x  ◼ 

 

ตัวอย่าง 3.27 กำหนดให้ ( ) sin2f x x  จงหา (4)( )f x  

วิธีทำ จาก  ( )f x  sin2x  

ดังนั้น ( )f x  (sin2 )
d

x
dx

 

   cos2 (2 )
d

x x
dx

 

   cos2 (2)x  

   2cos2x  

  

สูตร (sin ), 2
d

u u x
dx

 

สูตร (tan ), cot
d

u u x
dx

 

สูตร (sin ), ln cos
d

u u x
dx

 

สูตร (ln ), cos
d

u u x
dx

 

sin
tan

cos

x
x

x
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  ( )f x  2 (cos2 )
d

x
dx

 

   2( sin2 ) (2 )
d

x x
dx

 

   2( sin2 )(2)x  

   4 sin2x  

  ( )f x  4 (sin2 )
d

x
dx

 

   4(2cos2 )x  

   8 cos2x  

  (4)( )f x  8 (cos2 )
d

x
dx

 

   8( 2sin2 )x  

   16sin2x  ◼ 

 

ตัวอย่าง 3.28 กำหนดให้ sin cosx y xy  เมื ่อ y  เป็นฟังก์ชันโดยปริยายของ x  จงหา 

dy

dx
 

วิธีทำ หาอนุพันธ์เทียบตัวแปร x  ทั้งสมการ 
จาก  sin cosx y  xy  

ดังนั้น (sin ) (cos )
d d

x y
dx dx

 ( )
d
xy

dx
 

  cos ( sin )
dy

x y
dx

 ( ) ( )
d d
x y y x
dx dx

 

  cos sin
dy

x y
dx

 (1)
dy
x y
dx

 

  sin
dy dy
y x
dx dx

 cosy x  

  (sin )
dy

y x
dx

 cosy x  

  
dy

dx
 cos

sin

y x

y x
 ◼ 

  

(sin2 ) 2cos2
d

x x
dx

 

(cos2 ) 2 sin2
d

x x
dx

 

สูตร ( ), ,
d
uv u x v y

dx
 

สูตร (cos ), 2
d

u u x
dx
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3.7.4 อน ุพ ันธ ์ ของฟ ั งก ์ ช ั นตร ี โ กณม ิต ิ ผกผ ัน  (Derivatives of inverse of 

trigonometric function) 

หลังจากทีผู่้เรียนได้ทำการศึกษาอนุพันธ์ของฟังก์ชันตรีโกณมิติพ้ืนฐานกันไปแล้ว ใน
หัวข้อนี้จะศึกษาอนุพันธ์ของฟังก์ชันตรีโกณมิติผกผัน ซึ่งมีท้ังหมด 6 ตัว ได้แก่ อาร์กไซน์ อาร์กโคไซน์ 

อาร์กแทนเจนต์ อาร์กโคแทนเจนต์ อาร์กเซแคนต์ และอาร์กโคเซแคนต์ ผู ้เรียนสามารถศึกษา
รายละเอียดพื้นฐานของฟังก์ชันตรีโกณมิติผกผัน รวมถึงคุณสมบัติเพิ่มเติมได้ที่ภาคผนวกท้ายเล่ม 

 

ทฤษฎีบท 3.12 (อนุพันธ์ของฟังก์ชันตรีโกณมิติผกผัน) 

 1. 
2

1
(arcsin )

1

d
x

dx x
,               | | 1x  

 2. 
2

1
(arccos )

1

d
x

dx x
,            | | 1x  

 3. 
2

1
(arctan )

1

d
x

dx x
 

 4. 
2

1
(arccot )

1

d
x

dx x
 

 5. 
2

1
(arcsec )

| | 1

d
x

dx x x
,          | | 1x  

 6. 
2

1
(arccosec )

| | 1

d
x

dx x x
,     | | 1x  

 

พิสูจน์ ดูภาคผนวก  ◼ 
 
หมายเหตุ  จากกฎลูกโซ่ สามารถเขียนในรูปแบบทั่วไปของสูตรการหาอนุพันธ์ได้ดังนี ้

รูปฟังก์ชันของ x รูปแบบท่ัวไป 

1. 
2

1
(arcsin )

1

d
x

dx x
 

2

1
(arcsin )

1

d du
u

dx dxu
 

2. 
2

1
(arccos )

1

d
x

dx x
 

2

1
(arccos )

1

d du
u

dx dxu
 

3. 
2

1
(arctan )

1

d
x

dx x
 

2

1
(arctan )

1

d du
u

dx dxu
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รูปฟังก์ชันของ x รูปแบบท่ัวไป 

4. 
2

1
(arccot )

1

d
x

dx x
 

2

1
(arccot )

1

d du
u

dx dxu
 

5. 
2

1
(arcsec )

1

d
x

dx x x
 

2

1
(arcsec )

1

d du
u

dx dxu u
 

6. 
2

1
(arccosec )

1

d
x

dx x x
 

2

1
(arccosec )

1

d du
u

dx dxu u
 

 

ตัวอย่าง 3.29 จงหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันต่อไปนี้ 

1) 2arcsiny x  

วิธีทำ   
dy

dx
 2(arcsin )

d
x

dx
 

   2

2 2

1
( )

1 ( )

d
x

dxx
 

   
4

1
(2 )

1
x

x
 

   
4

2

1

x

x
 ◼ 

 

2) arccot(ln )y x  

วิธีทำ   
dy

dx
 arccot(ln )

d
x

dx
 

   
2

1
(ln )

1 (ln )

d
x

dxx
 

   
2

1 1

1 ln xx
 

   
2

1

(1 ln )x x
 ◼ 

  

สูตร 2(arcsin ),
d

u u x
dx

 

 

สูตร (arccot ), ln
d

u u x
dx
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3) arctanx xy e  

วิธีทำ   
dy

dx
 arctan( )x xd

e
dx

 

   arctan ( arctan )x x de x x
dx

 

   arctan (arctan ) arctan ( )x x d d
e x x x x

dx dx
 

   arctan

2

1
arctan (1)

1
x xe x x

x
 

   arctan

2
arctan

1
x x x
e x

x
 ◼ 

 

4) arcsec3xy e x  

วิธีทำ   
dy

dx
 ( arcsec 3 )xd

e x
dx

 

   (arcsec 3 ) arcsec 3 ( )x xd d
e x x e
dx dx

 

   
2

1
(3 ) arcsec3 ( )

3 (3 ) 1

x xd
e x x e

dxx x
 

   
2

1
(3) arcsec 3

3 9 1

x xe e x
x x

 

   
2

arcsec 3
9 1

x
xe
e x

x x
 ◼ 

 

  

สูตร ( ), arctanud
e u x x

dx
 

 

สูตร ( ), , arctan
d
uv u x v x

dx
 

สูตร ( ), , arcsec 3u xd
e u e v x

dx
 

สูตร (arcsec ), 3
d

u u x
dx
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สรุปเนื้อหาในบทที่ 3 

อนุพันธ์ของฟังก์ชันคือการหาอัตราการเปลี่ยนแปลงของฟังก์ชัน ณ จุดใดจุดหนึ่ง หรือในอีก
มุมมองหนึ่งคือการหาความชันของเส้นสัมผัสโค้ง ณ จุดที่พิจารณา 

ในการหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันพีชคณิต หรือการหาอนุพันธ์เบื้องต้นจะมีสูตรพื้นฐาน เช่น 
อนุพันธ์ของค่าคงที่ อนุพันธ์ของการบวก อนุพันธ์ของการลบ อนุพันธ์ของการคูณ อนุพันธ์ของการ
หาร อนุพันธ์ของค่าคงท่ีคูณฟังก์ชัน ค่าคงที่การยกกำลัง อนุพันธ์ของรากต่าง ๆ 

ในส่วนการหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันอดิศัย จะใช้พื้นฐานของการหาอนุพันธ์เบื้องต้นมาช่วยใน
การหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันอดิศัยที่อยู่ในรูปของการดำเนินการต่าง ๆ ได้ 

เนื่องจากฟังก์ชันที่ซับซ้อน สามารถเขียนในรูปของฟังก์ชันประกอบได้ เพื่อความสะดวกใน
การใช้งานสูตรการหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันต่าง ๆ สามารถใช้กฎลูกโซ่เข้ามาจัดรูปสูตรต่าง ๆ ให้อยู่ใน
รูปแบบทั่วไปของสูตรการหาอนุพันธ์ได ้

ในการหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันใด ๆ จะเห็นว่าอนุพันธ์ที่หาได้ยังคงเป็นฟังก์ชัน นั่นคือสามารถ
นำอนุพันธ์ของฟังก์ชันดังกล่าวมาหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันต่อไปได้อีก จะเรียกอนุพันธ์ที่ถูกหาซ้ำ ๆ ว่า
อนุพันธ์อันดับสูง 
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แบบฝึกหัดท้ายบทที่ 3 

1. จงหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันต่อไปนี้ 

1.1 3

2

1
3 4y x x

x
 1.2 34 1y x  

1.3 2 5( 4)y x x  1.4 
5

1

(3 1)
y

x
 

1.5 2(8 7 )( 2)s t t  1.6 ( 9)(3 2)y x x  

1.7 
2

1

x
y

x
 1.8 

2 9

3

x
w

x
 

2. กำหนดให้ 
412

( )
4

x
f x  จงหา (3)f  

3. กำหนดให้ 2( ) (2 1)( 3)g x x x  จงหา (0)g  

4. จงหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันต่อไปนี้ 
4.1 4logy x  4.2 2 2

3
log ( 3)y x x  

4.3 lny x x  4.4 
2

2

1
ln

1

x
y

x
 

4.5 2 3ln (2 1)y x x  4.6 
3 2

4 3

(3 2)
log

1

x x
y

x
 

4.7 3 2 2 5( 1) ( 1)y x x x  4.8 
4

2

( 1)

( 2)( 1)

x x
y

x x
 

4.9 
1

( 2)( 3)

x
y

x x
 4.10 

2

3

(2 3) 2

3 5

x x
y

x
 

5. จงหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันต่อไปนี้ 

5.1 ln( )xy x e  5.2 
26 14 xy  

5.3 
2log( 4)xy e  5.4 

22 xy x e  

5.5 7 x xy e  5.6 
2 2 3

1

x xe
y

x
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6. จงหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันต่อไปนี้ 
6.1 tan coty x x  6.2 2siny x  

6.3 2 2cos( 1)w s s  6.4 10 tanxu x  

6.5 3sec (2 1)v t  6.6 sin(ln cos )y x  

6.7 2 cosec(1 )xu e x  6.8 5sin (ln5 )z t  

6.9 sin2 cos2y x x  6.10 cot( 1)xy e  

7. จงหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันต่อไปนี้ 
7.1 2arcsiny x  7.2 arccos(ln )y t  

7.3 arcsin3xy e x  7.4 2 arcsecu x x  

7.5 arctan(ln7 )v x  7.6 ln(arcsin2 )y x  

8. กำหนดให้ 2 2,y u u u x x  จงหา dy
dx

 

9. กำหนดให้ 2 1
,

1

t
w u u

t
 จงหา dw

dt
 เมื่อ 3t  

10. กำหนดให้ 2 21, 2 5, 3 7w u u x x t  จงหา dw
dt

 

11. กำหนดให้ 22 5, 3 1y t x t  จงหา dy
dx

 

12. กำหนดให้ 3 2sin2 , ty u u e  จงหา dy
dt

 

13. กำหนดให้ 3 27 , , loguy u x x t  จงหา dy
dx

 

14. กำหนดให้ 43 5 2y xy  โดยที่ y  เป็นฟังก์ชันโดยปริยายของ x  จงหา dy
dx

 

15. กำหนดให้ 3 3 12 0x y xy  โดยที่ y  เป็นฟังก์ชันโดยปริยายของ x  จงหา dy
dx

 

16. กำหนดให้ 22 0xy y  โดยที ่ y  เป็นฟังก์ช ันโดยปริยายของ x  จงหา dy
dx

 ที ่จุด 

(1, 2) 

17. กำหนดให้ 2ln sinxy xy  โดยที่ y  เป็นฟังก์ชันโดยปริยายของ x  จงหา dy
dx

 

18. กำหนดให้ log( ) 3ye x y x  โดยที่ y  เป็นฟังก์ชันโดยปริยายของ x  จงหา dy
dx
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19. กำหนดให ้ sintan 2y ye xy e  โดยที่ y  เป็นฟังก์ชันโดยปริยายของ x  จงหา dy
dx

 

20. กำหนดให ้ 4 34 5y x x x  จงหา y  

21. กำหนดให ้ 1

1

x
y
x

 จงหา 
2

2

d y

dx
 

22. กำหนดให ้ ( ) 1f x x  จงหา ( )f x  

23. กำหนดให ้ xy xe  จงหา y  

24. กำหนดให ้ arctany x  จงหา y  

25. กำหนดให ้ 2logy x  จงหา (4)y  

26. กำหนดให ้ ( ) cos(1 2 )f x x  จงหา (4)( )f x  
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4 บทท่ี 4 

การประยุกต์อนุพันธ์ของฟังก์ชัน 

อนุพันธ์ของฟังก์ชันคือแนวคิดพื ้นฐานในการศึกษาแคลคูลัส ซึ ่งอธิบายถึงอัตราการ
เปลี่ยนแปลงของฟังก์ชัน ณ จุดใดจุดหนึ่ง โดยที่อนุพันธ์ของฟังก์ชันถูกนำไปประยุกต์ใช้ในหลากหลาย
สาขา ในบทนี้จะศึกษาถึงการนำอนุพันธ์ของฟังก์ชันมาประยุกต์ใช้ในหลากหลายสาขา ดังนั้นผู้เรียน
ควรที่จะศึกษาการหาอนุพันธ์โดยใช้สูตรให้ชำนาญ เพ่ือที่จะศึกษาต่อยอดในส่วนของการประยุกต์ได้ดี
ยิ่งขึ้น 
 

4.1 รูปแบบยังไม่กำหนด (Indeterminate forms) 

รูปแบบยังไม่กำหนด คือรูปลิมิตของฟังก์ชัน ซึ่งไม่สามารถกำหนดค่าที่แน่นอนได้ โดยมี

รูปแบบยังไม่กำหนดทั้งหมด 7 รูปแบบ คือ 0 00
, , 0 , , 0 ,
0

 และ 1  

 

4.1.1 กฎของโลปิตาล (L’Hôpital’s rule) 

ในการหาลิมิตที่อยู่ในรูปแบบยังไม่กำหนด จะใช้การประยุกต์อนุพันธ์ของฟังก์ชันเข้า
มาช่วยเหลือเพื่อหาค่าของลิมิต เรียกว่ากฎของโลปิตาล (L’Hôpital’s rule: L∙R) ดังทฤษฎีบท 

4.1 

 

ทฤษฎีบท 4.1 กำหนดให้ f  และ g  เป็นฟังก์ชันที่หาอนุพันธ์ได้ทุกค่า x  บนช่วงเปิด ( , )a b  

ยกเว้นที่จุด x c  ซ่ึง 
   lim ( ) 0

x c
f x    และ   lim ( ) 0

x c
g x  

ถ้า ( )
lim

( )x c

f x

g x
 อยู่ในรูป 0

0
 หรือ  แล้ว 

   
L R

( ) ( )
lim lim

( ) ( )x c x c

f x f x

g x g x
 

 

หมายเหตุ  กรณีที่ใช้กฎของโลปิตาลแล้ว ค่าของลิมิตยังอยู่ในรูป 0
0

 หรือ  สามารถใช้

กฎของโลปิตาลซ้ำได้ 
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ตัวอย่าง 4.1 จงหาค่า 
0

arcsin
lim
x

x

x
 

วิธีทำ จาก โจทย ์  ( ) arcsinf x x  และ  ( )g x x  จะ ได ้ ว ่ า  
0

lim arcsin 0
x

x  และ 

0
lim 0
x
x  ซึ่งลิมิตที่ต้องการหาอยู่ในรูปแบบยังไม่กำหนดชนิด 0

0
 โดยกฎของโลปิตาล จะ

ได้ว่า 

  
0

arcsin
lim
x

x

x
 
L R 0

(arcsin )
lim

( )
x

d
x

dx
d
x

dx

 

   
2

0

1

1lim
1x

x  

   
0 2

1
lim

1x x
 

   
2

1

1 0
 

   1  ◼ 

 

ตัวอย่าง 4.2 จงหาค่า 
1

ln
lim
tanx

x

x
 

วิธีทำ จ า ก โ จ ท ย ์  ( ) lnf x x  แ ล ะ  ( ) tang x x  จ ะ ไ ด ้ ว ่ า  
1

lim ln 0
x

x  แ ล ะ 

1
lim tan 0
x

x  ซึ่งลิมิตที่ต้องการหาอยู ่ในรูปแบบยังไม่กำหนดชนิด 0
0

 โดยกฎของ 

โลปิตาล จะได้ว่า 

  
1

ln
lim
tanx

x

x
 
L R 1

(ln )
lim

(tan )
x

d
x

dx
d

x
dx

 

   
1

2

1

lim

sec ( )
x

x
d

x x
dx

 

สูตร (tan ),
d

u u x
dx
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1

ln
lim
tanx

x

x
 

21

1

lim
sec ( )x

x
x

 

   
21

1

lim
secx

x
x

 

   
2

1

1
sec

 

   
2

1

( 1)
 

   1
 ◼ 

 

ตัวอย่าง 4.3 จงหาค่า lim
ln

x

x

e

x x
 

วิธีทำ จ า ก โ จ ท ย ์  ( ) xf x e  แ ล ะ  ( ) lng x x x  จ ะ ไ ด ้ ว ่ า  lim x

x
e  แ ล ะ 

lim ln
x
x x  ซึ่งลิมิตที่ต้องการหาอยู่ในรูปแบบยังไม่กำหนดชนิด  โดยกฎของ 

โลปิตาล จะได้ว่า 

  lim
ln

x

x

e

x x
 
L R

( )
lim

( ln )

x

x

d
e

dx
d
x x

dx

 

   lim

(ln ) ln ( )

x

x

e

d d
x x x x
dx dx

 

   lim
1
ln (1)

x

x

e

x x
x

 

   lim
1 ln

x

x

e

x
 

 พิจารณา lim
1 ln

x

x

e

x
 ซึ่งลิมิตที่ต้องการหาอยู่ในรูปแบบยังไม่กำหนดชนิด  โดย

กฎของโลปิตาล จะได้ว่า 

sec 1  

สูตร ( ), , ln
d
uv u x v x

dx
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  lim
1 ln

x

x

e

x
 
L R

( )
lim

(1 ln )

x

x

d
e

dx
d

x
dx

 

   lim
1

x

x

e

x

 

   lim x

x
xe  

    ◼ 

 

4.1.2 รูปแบบยังไม่กำหนด 0 และ  -  

รูปแบบยังไม่กำหนดที่อยู่ในรูป 0  และ  จะจัดรูปลิมิตให้อยู่ในรูป 0
0

 

หรือ  ก่อน แล้วจึงใช้กฎของโลปิตาลเพ่ือหาค่าของลิมิต ดังตัวอย่างต่อไปนี้ 

 

ตัวอย่าง 4.4 จงหาค่า 
1

lim ( 1)cosec
x
x x  

วิธีทำ จากโจทย ์ ( ) 1f x x  และ ( ) cosecg x x  จะได ้ว ่า 
1

lim ( 1) 0
x
x  และ 

1
lim cosec
x

x  ซึ่งลิมิตที่ต้องการหาอยู่ในรูปแบบยังไม่กำหนดชนิด 0  ทำการ

จัดรูปใหม ่

  
1

lim ( 1)cosec
x
x x  

1

1
lim ( 1)

sinx
x

x
 

   
1

1
lim
sinx

x

x
 

 พิจารณา 
1

1
lim
sinx

x

x
 อยู่ในรูปแบบยังไม่กำหนดชนิด 0

0
 โดยกฎของโลปิตาล จะได้ว่า 

  
1

1
lim
sinx

x

x
 
L R 1

( 1)
lim

(sin )
x

d
x

dx
d

x
dx

 

   
1

1
lim

cos ( )
x d

x x
dx

 

สูตร (sin ),
d

u u x
dx
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1

1
lim
sinx

x

x
 

1

1
lim
cos ( )x x

 

   
1

1
lim

cosx x
 

   
1

(cos )
 

   1

( 1)
 

   1
 ◼ 

 

ตัวอย่าง 4.5 จงหาค่า 
0
lim cot cosec
x

x x  

วิธีทำ จากโจทย ์  ( ) cotf x x  และ ( ) cosecg x x  จะได ้ ว ่ า  
0
lim cot
x

x  และ 

0
lim cosec
x

x  ซึ่งลิมิตที่ต้องการหาอยู่ในรูปแบบยังไม่กำหนดชนิด  ทำการ

จัดรูปใหม ่

 
0
lim cot cosec
x

x x  
0

cos 1
lim

sin sinx

x

x x
 

   
0

cos 1
lim

sinx

x

x
 

 พิจารณา 
0

cos 1
lim

sinx

x

x
 อยู่ในรูปแบบยังไม่กำหนดชนิด 0

0
 โดยกฎของโลปิตาล จะ

ได้ว่า 

  
0

cos 1
lim

sinx

x

x
 
L R 0

(cos 1)
lim

(sin )
x

d
x

dx
d

x
dx

 

   
0

sin
lim

cosx

x

x
 

   
0

1
 

   0  ◼ 
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4.1.3 รูปแบบยังไม่กำหนด 00, 0 หรือ 1 

รูปแบบยังไม่กำหนดที ่อยู ่ในรูป 00 , 0  และ 1  จะจัดรูปโดยใช้ฟังก์ชัน

ลอการิทึม เพื่อให้อยู่ในรูป 0  หรือ  ก่อน แล้วใช้วิธีในหัวข้อที่ผ่านมา หรือจัดให้อยู่ใน

รูป 0
0

 หรือ  แล้วจึงใช้กฎของโลปิตาล ดังตัวอย่างต่อไปนี้ 

 

ตัวอย่าง 4.6 จงหาค่า 
0
lim x

x
x  

วิธีทำ จากโจทย์ ( )f x x  และ ( )g x x  จะได้ว่า 
0
lim 0
x
x  ซึ่งลิมิตที่ต้องการหาอยู่ใน

รูปแบบยังไม่กำหนดชนิด 00  ทำการจัดรูปใหม ่

กำหนดให้ y  xx  

หาลอการิทึมฐาน e  ทั้งสมการ 
  lny  ln xx  

   lnx x  

หาลิมิต เมื่อ 0x  ทั้งสมการ 
  

0
lim ln
x

y  
0
lim ln
x
x x  

   
0

ln
lim

1x

x

x

 

 พิจารณา 
0

ln
lim

1x

x

x

 อยู่ในรูปแบบยังไม่กำหนดชนิด  โดยกฎของโลปิตาล จะได้ว่า 

  
0
lim ln
x

y  
L R 0

(ln )
lim

1x

d
x

dx
d

dx x

 

  
0

ln lim
x
y  

0

2

1

lim
1x

x

x

 

   2

0

1
lim
x

x
x

 

ln lnnu n u  
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0

ln lim
x
y  

0
lim
x
x  

   0  

ดังนั้น 
0
lim
x
y  0e  

   1  

นั่นคือ   
0
lim 1x

x
x  ◼ 

 

ตัวอย่าง 4.7 จงหาค่า 
1

lim (1 )x
x

x  

วิธีทำ จ า ก โ จ ท ย ์  ( ) 1f x x  แ ล ะ  1
( )g x

x
 จ ะ ไ ด ้ ว ่ า  lim (1 )

x
x  แ ล ะ 

1
lim 0
x x

 ซึ่งลิมิตที่ต้องการหาอยู่ในรูปแบบยังไม่กำหนดชนิด 0  ทำการจัดรูปใหม่ 

กำหนดให้ y  
1

(1 )xx  

หาลอการิทึมฐาน e  ทั้งสมการ 

  lny  
1

ln(1 )xx  

   
1
ln(1 )x

x
 

หาลิมิต เมื่อ x  ทั้งสมการ 

  lim (ln )
x

y  ln(1 )
lim
x

x

x
 

 พิจารณา ln(1 )
lim
x

x

x
 อยู่ในรูปแบบยังไม่กำหนดชนิด  โดยกฎของโลปิตาล จะ

ได้ว่า 

  lim (ln )
x

y  
L R

ln(1 )
lim

( )
x

d
x

dx
d
x

dx

 

  ln lim
x
y  

1
(1 )

1lim
1x

d
x

x dx  

ln lnnu n u  

สูตร (ln ), 1
d

u u x
dx
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  ln lim
x
y  

1
lim
1x x

 

   0  

ดังนั้น lim
x
y  0e  

   1  

นั่นคือ   
1

lim (1 ) 1x

x
x  ◼ 

 

ตัวอย่าง 4.8 จงหาค่า 
1

0
lim (1 sin )x
x

x  

วิธีทำ จากโจทย์ ( ) 1 sinf x x  และ 1
( )g x

x
 จะได้ว ่า 

0
lim (1 sin ) 1
x

x  และ 

0

1
lim
x x

 ซึ่งลิมิตที่ต้องการหาอยู่ในรูปแบบยังไม่กำหนดชนิด 1  ทำการจัดรูปใหม่ 

กำหนดให้ y  
1

(1 sin )xx  

หาลอการิทึมฐาน e  ทั้งสมการ 

  lny  
1

ln(1 sin )xx  

   
1
ln(1 sin )x

x
 

หาลิมิต เมื่อ 0x  ทั้งสมการ 

  
0
lim (ln )
x

y  
0

ln(1 sin )
lim
x

x

x
 

 พิจารณา 
0

ln(1 sin )
lim
x

x

x
 อยู่ในรูปแบบยังไม่กำหนดชนิด 0

0
 โดยกฎของโลปิตาล 

จะได้ว่า 

  
0
lim (ln )
x

y  
L R 0

ln(1 sin )
lim

( )
x

d
x

dx
d
x

dx

 

  
0

ln lim
x
y  

0

1
(1 sin )

1 sinlim
1x

d
x

x dx  

ln lnnu n u  

สูตร (ln ), 1 sin
d

u u x
dx
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0

ln lim
x
y  

0

cos
lim
1 sinx

x

x
 

   
1

1 0
 

   1  

ดังนั้น 
0
lim
x
y  1e  

   e  

นั่นคือ   
1

0
lim (1 sin )x
x

x e  ◼ 

 
4.2 การเขียนกราฟของฟังก์ชัน (Sketch graph of function) 

ในหัวข้อนี้จะกล่าวถึงการนำอนุพันธ์มาประยุกต์ใช้ในการเขียนกราฟของฟังก์ชัน โดยใช้
อนุพันธ์อันดับหนึ่งในการพิจารณาลักษณะกราฟช่วงที่เพ่ิมขึ้นและช่วงที่ลดลง พิจารณาลักษณะกราฟ
ช่วงที่เว้าขึ้นหรือช่วงเว้าลง นอกจากนี้ยังสามารถประยุกต์อนุพันธ์เพื่อนำมาหาค่าสุดขีดของฟังก์ชันได้ 

4.2.1 ฟังก์ชันเพิ่ม ฟังก์ชันลด (Increasing and decreasing function) 

    

 ช่วงที่ f  เพ่ิม ช่วงที่ f  ลด ช่วงที่ f  คงตัว 

รูป 4.1 กราฟแสดงฟังก์ชันเพ่ิม ฟังก์ชันลด และฟังก์ชันคงตัว 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

จากรูป 4.1 จะได้ว่า 

- f  เป็นฟังก์ชันเพิ่ม บนช่วงใด ๆ ถ้า 
1 2
x x  แล้ว 

1 2
( ) ( )f x f x  

- f  เป็นฟังก์ชันลด บนช่วงใด ๆ ถ้า 
1 2
x x  แล้ว 

1 2
( ) ( )f x f x  

- f  เป็นฟังก์ชันคงตัว บนช่วงใด ๆ ถ้า 
1 2
x x  แล้ว 

1 2
( ) ( )f x f x  
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การทดสอบฟังก์ชันเพิ่ม ฟังก์ชันลด ฟังก์ชันคงตัว โดยใช้อนุพันธ์อันดับที่หนึ่ง 
พิจารณาเส้นสัมผัสโค้งบนกราฟที่เป็นฟังก์ชันเพิ่ม ฟังก์ชันลด และฟังก์ชันคงตัว ดังรูป 4.2 

    

 f  เป็นฟังก์ชันเพิ่ม f  เป็นฟังก์ชันลด f  เป็นฟังก์ชันคงตัว 

รูป 4.2 กราฟแสดงเส้นสัมผัสโค้งบนฟังก์ชันเพิ่ม ฟังก์ชันลด และฟังก์ชันคงตัว 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

จากรูป 4.2 สังเกตว่า ถ้า f  เป็นฟังก์ชันเพิ่ม เส้นสัมผัสโค้งบนกราฟจะมีความชันเป็นบวก 

ถ้า f  เป็นฟังก์ชันลด เส้นสัมผัสโค้งบนกราฟจะมีความชันเป็นลบ และถ้า f  เป็นฟังก์ชันคงตัว เส้น

สัมผัสโค้งบนกราฟจะมีความชันเป็น 0 ดังนั้น ผู้เรียนสามารถนำอนุพันธ์มาประยุกต์ในการหาฟังก์ชัน

เพ่ิม ฟังก์ชันลด และฟังก์ชันคงตัวได ้ดังทฤษฎีบท 4.2 

 
ทฤษฎีบท 4.2 กำหนดให้ f  เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องบนช่วงปิด [ , ]a b  และหาอนุพันธ์ได้ทุกค่า x  บน

ช่วงเปิด ( , )a b  

 1. ถ้า ( ) 0f x  ทุกค่า ( , )x a b  แล้ว f  เป็นฟังก์ชันเพิ่มบนช่วงปิด [ , ]a b  

 2. ถ้า ( ) 0f x  ทุกค่า ( , )x a b  แล้ว f  เป็นฟังก์ชันลดบนช่วงปิด [ , ]a b  

 3. ถ้า ( ) 0f x  ทุกค่า ( , )x a b  แล้ว f  เป็นฟังก์ชันคงตัวบนช่วงปิด [ , ]a b  

 

ตัวอย่าง 4.9 กำหนดให้ 2( ) 2 3f x x x  จงหาช่วงที่ทำให้ f  เป็นฟังก์ชันเพิ่ม ฟังก์ชันลด 

หรือฟังก์ชันคงตัว 

วิธีทำ ให้  ( )f x  2 2 3x x  

ดังนั้น ( )f x  2 2x  

   2( 1)x  
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ช่วง 2( 1)x  ( )f x  สรุป 

1x  ( ) ( ) f  ลดลงบนช่วง ( ,1] 

1x  ( )  ( )  f  เพ่ิมขึ้นบนช่วง [1, ) 

กราฟของฟังก์ชัน f  แสดงได้ดังรูป 4.3 

  
รูป 4.3 กราฟของฟังก์ชัน 2( ) 2 3f x x x  

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) ◼ 

 

ตัวอย่าง 4.10 กำหนดให้ 3( )f x x  จงหาช่วงที ่ทำให้ f  เป็นฟังก์ชันเพิ ่ม ฟังก์ชันลด หรือ

ฟังก์ชันคงตัว 

วิธีทำ ให้  ( )f x  3x  

ดังนั้น ( )f x  23x  

ช่วง 23x  ( )f x  สรุป 

0x  ( )  ( )  f  เพ่ิมขึ้นบนช่วง ( ,0]  

0x  ( )  ( )  f  เพ่ิมขึ้นบนช่วง [0, )  

เนื่องจาก f  เพ่ิมข้ึนบนช่วง ( ,0]  และ [0, )  

ดังนั้น   f  เป็นฟังก์ชันเพิ่ม บนช่วง ( , )  

กราฟของฟังก์ชัน f  แสดงได้ดังรูป 4.4 
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รูป 4.4 กราฟของฟังก์ชัน 3( )f x x  

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) ◼ 

 
ตัวอย่าง 4.11 กำหนดให้ 3 2( ) 3 9 7f x x x x  จงหาช่วงที่ทำให้ f  เป็นฟังก์ชันเพ่ิม 

ฟังก์ชันลด หรือฟังก์ชันคงตัว 

วิธีทำ ให้  ( )f x  3 23 9 7x x x  

ดังนั้น ( )f x  23 6 9x x  

   23( 2 3)x x  

   3( 1)( 3)x x  

ช่วง ( 1)( 3)x x  ( )f x  สรุป 

1x  ( )( ) ( )  f  เพ่ิมขึ้นบนช่วง ( , 1] 

1 3x  ( )( ) ( ) f  ลดลงบนช่วง [ 1,3] 

3x  ( )( )  ( )  f  เพ่ิมขึ้นบนช่วง [3, )  

กราฟของฟังก์ชัน f  แสดงได้ดังรูป 4.5 
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รูป 4.5 กราฟของฟังก์ชัน 3 2( ) 3 9 7f x x x x  

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) ◼ 

 

4.2.2 ความเว้า และจุดเปลี่ยนเว้า (Concave and inflection point) 

ในการพิจารณาช่วงที่เพิ่มหรือลดของฟังก์ชัน จะพบการเปลี่ยนลักษณะของกราฟ 
จากฟังก์ชันเพิ ่มไปเป็นฟังก์ชันลด หรือจากฟังก์ชันลดไปเป็นฟังก์ชันเพิ ่ม ลักษณะของกราฟที่
เปลี่ยนเป็นลักษณะคล้ายตัวอักษรภาษาอังกฤษตัวยูหงาย () หรือตัวอักษรภาษาอังกฤษตัวยูคว่ำ 

() ดังนั้น จะนิยามลักษณะของกราฟดังนี้ 

 

บทนิยาม 4.1 กำหนดให้ f  เป็นฟังก์ชันที่หาอนุพันธ์ได้บนช่วงเปิด ( , )a b  

 1.  ถ้า f  เป็นฟังก์ชันเพิ่มบนช่วงเปิด ( , )a b  จะกล่าวว่า f  เว้าขึ้น (concave up) บน

ช่วงเปิด ( , )a b  

 2.  ถ้า f  เป็นฟังก์ชันลดบนช่วงเปิด ( , )a b  จะกล่าวว่า f  เว้าลง (concave down) 

บนช่วงเปิด ( , )a b  

 
หมายเหตุ  ในการนิยามความเว้า บางตำราอาจนิยามแตกต่างกัน 

 

กราฟแสดงการเว้าขึ้นและเว้าลงของฟังก์ชันแสดงได้ดังรูป 4.6 
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 เว้าขึ้น เว้าลง 
รูป 4.6 กราฟแสดงการเว้าขึ้นและเว้าลงของฟังก์ชัน 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

เนื่องจาก f  เป็นอนุพันธ์ของ f  และ f  เป็นฟังก์ชัน โดยทฤษฎีบท 4.2 จะทำให้ได้การ

ทดสอบความเว้าดังทฤษฎีบทต่อไปนี้ 
 
ทฤษฎีบท 4.3 กำหนดให้ f  เป็นฟังก์ชันที่หาอนุพันธ์ได้บนช่วงเปิด ( , )a b  

 1. ถ้า ( ) 0f x  ทุกค่า ( , )x a b  แล้ว f  เว้าขึ้นบนช่วงเปิด ( , )a b  

 2. ถ้า ( ) 0f x  ทุกค่า ( , )x a b  แล้ว f  เว้าลงบนช่วงเปิด ( , )a b  

 

ในกรณีที่กราฟมีการเปลี่ยนเว้า โดยเปลี่ยนจากเว้าขึ้นเป็นเว้าลง และเปลี่ยนจากเว้าลงเป็น
เว้าขึ้น จะนิยามจุดที่เปลี่ยนการเว้าของฟังก์ชันดังนี้ 
 

บทนิยาม 4.2 กำหนดให้ f  เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องบนช่วงเปิด ( , )a b  ซ่ึง ( , )c a b  ถ้า f  เปลี่ยน

ความเว้าจากเว้าขึ้นเป็นเว้าลง หรือเปลี่ยนความเว้าจากเว้าลงเป็นเว้าขึ้น  ที่จุด x c  แล้วจะกล่าว
ว่าจุด ( , ( ))c f c  เป็นจุดเปลี่ยนเว้า (inflection point) ของกราฟ f  

 

กราฟแสดงจุดเปลี่ยนเว้าของฟังก์ชันแสดงได้ดังรูป 4.7 
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 (1) (2) 

รูป 4.7 กราฟแสดงจุดเปลี่ยนเว้าของฟังก์ชัน 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

 

ตัวอย่าง 4.12 กำหนดให้ 3 2( ) 3 1f x x x  จงหาช่วงที่ทำให้ f  เป็นฟังก์ชันเพิ่ม ฟังก์ชัน

ลด ช่วงที่เว้าขึ้น ช่วงที่เว้าลง และจุดเปลี่ยนเว้า 

วิธีทำ ให้  ( )f x  3 23 1x x  

ดังนั้น ( )f x  23 6x x  

   3 ( 2)x x  

ช่วง 3 ( 2)x x  ( )f x  สรุป 

0x  ( )( ) ( )  f  เพ่ิมขึ้นบนช่วง ( ,0]  

0 2x  ( )( ) ( ) f  ลดลงบนช่วง [0,2] 

2x  ( )( )  ( )  f  เพ่ิมขึ้นบนช่วง [2, ) 

และ  ( )f x  6 6x  

   6( 1)x  

ช่วง 6( 1)x  ( )f x  สรุป 

1x  ( ) ( ) f  เว้าลงบนช่วง ( ,1) 

1x  ( )  ( )  f  เว้าขึ้นบนช่วง (1, ) 

จะได้ว่าที ่ 1x  เป็นจุดเปลี่ยนเว้า 
กราฟของฟังก์ชัน f  แสดงได้ดังรูป 4.8 
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รูป 4.8 กราฟของฟังก์ชัน 3 2( ) 3 1f x x x  

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) ◼ 

 

4.2.3 ค่าสุดขีดของฟังก์ชัน (Extreme value of function) 

  
รูป 4.9 กราฟแสดงค่าสุดขีดของฟังก์ชัน 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

พิจารณากราฟของฟังก์ชันดังรูป 4.9 จะสังเกตจุดที่อยู่บนยอด และจุดที่อยู่ด้านล่างในแต่ละ

ช่วงที่พิจารณา จะนิยามจุดต่าง ๆ ดังนี้ 
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บทนิยาม 4.3 กำหนดให้ f  เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องบนช่วงปิด [ , ]a b  และ ( , )c a b  

 1. f  จะมีค่าสูงสุดสัมบูรณ์ (absolute maximum) ที ่จ ุด c  บนช่วงปิด [ , ]a b  ก็

ต่อเมื่อ ( ) ( )f x f c  ทุกค่า [ , ]x a b  

 2. f  จะมีค่าต่ำสุดสัมบูรณ์ (absolute minimum) ที่จุด c  บนช่วงปิด [ , ]a b  ก็ต่อเมื่อ 

( ) ( )f x f c  ทุกค่า [ , ]x a b  

 

บทนิยาม 4.4 กำหนดให้ f  เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องบนช่วงปิด [ , ]a b  และ ( , )c a b  

 1. ( )f c  จะเรียกว่าค่าสูงสุดสัมพัทธ์ (relative maximum) ของ f  ที่จุด c  ก็ต่อเมื่อ 

( ) ( )f x f c  ทุกค่า ( , )x a b  

 2. ( )f c  จะเรียกว่าค่าต่ำสุดสัมพัทธ์ (relative minimum) ของ f  ที่จุด c  ก็ต่อเมื่อ 

( ) ( )f x f c  ทุกค่า ( , )x a b  

 

หมายเหตุ 1. ค่าสูงสุดสัมบูรณ์ และค่าต่ำสุดสัมบูรณ์ อาจเรียกว่าค่าสุดขีดสัมบูรณ์ (absolute 

extreme) 

 2. ค่าสูงสุดสัมพัทธ์ และค่าต่ำสุดสัมพัทธ์ อาจเรียกว่าค่าสุดขีดสัมพัทธ์ (relative 

extreme) 

 

จากรูป 4.9 พิจารณาจุดในแต่ละช่วง จะได้ว่า 

- จุด 
1
x  เป็นจุดที่ให้ค่าสูงสุดสัมพัทธ์บนช่วง 

2
[ , ]a x  และ 

1
( ) 0f x  

- จุด 
2
x  เป็นจุดที่ให้ค่าต่ำสุดสัมพัทธ์บนช่วง 

1 3
[ , ]x x  และ 

2
( ) 0f x  

- จุด 
3
x  เป็นจุดที่ให้ค่าสูงสุดสัมพัทธ์บนช่วง 

2 4
[ , ]x x  และ 

3
( )f x  หาค่าไม่ได ้

- จุด 
4
x  เป็นจุดที่ให้ค่าต่ำสุดสัมพัทธ์บนช่วง 

3 5
[ , ]x x  และ 

4
( )f x  หาค่าไม่ได ้

- จุด 
5
x  เป็นจุดที่ให้ค่าสูงสุดสัมพัทธ์บนช่วง 

4
[ , ]x b  และ 

5
( ) 0f x  

- จุด 
3
x  เป็นจุดที่ให้ค่าสูงที่สุดบนช่วง [ , ]a b  เรียกว่าค่าสูงสุดสัมบูรณ์ 

- จุด b  เป็นจุดที่ให้ค่าต่ำที่สุดบนช่วง [ , ]a b  เรียกว่าค่าต่ำสุดสัมบูรณ์ 
 

หากพิจารณาเฉพาะจุดที่ทำให้เกิดค่าสูงสุดสัมพัทธ์หรือต่ำสุดสัมพัทธ์ จะเรียกจุดเหล่านี้ว่าจุด
วิกฤต (critical point) ในการหาจุดวิกฤตสามารถอาศัยทฤษฎีบทดังต่อไปนี้ 
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ทฤษฎีบท 4.4 กำหนดให้ f  เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องบนช่วง [ , ]a b  และ [ , ]c a b  ถ้า f  มีค่าสุดขีด

สัมพัทธ์ ที่จุด c  จะเรียกจุด c  ว่าจุดวิกฤตของฟังก์ชัน f  ถ้า ( ) 0f c  หรือ ( )f c  หาค่าไม่ได้ 
 

สังเกตว่าบทกลับของทฤษฎีบท 4.4 นั้นไม่จริง นั่นคือ ถ้า c  เป็นจุดวิกฤตของฟังก์ชัน f  

แล้ว ไม่จำเป็นว่าที่ c  จะเป็นจุดที่ให้ค่าสุดขีดสัมพัทธ์ แสดงไดดั้งรูป 4.10 

     

 ( ) 0f c  ( ) 0f c  ( )f c  หาค่าไม่ได้ ( )f c  หาค่าไม่ได้ 

 สูงสุดสัมพัทธ์ ต่ำสุดสัมพัทธ์ สูงสุดสัมพัทธ์ ต่ำสุดสัมพัทธ์ 
 

     

 ( ) 0f c  ( ) 0f c  ( )f c  หาค่าไม่ได้ ( )f c  หาค่าไม่ได้ 

 จุดเปลี่ยนเว้า จุดเปลี่ยนเว้า จุดเปลี่ยนเว้า จุดเปลี่ยนเว้า 
รูป 4.10 กราฟแสดงจุดวิกฤตของฟังก์ชัน 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

จากรูป 4.10 จะเห็นว่าจุดที่อนุพันธ์มีค่าเป็น 0 หรือจุดที่หาอนุพันธ์ไม่ได้ ไม่จำเป็นจะต้อง

เป็นจุดที่ให้ค่าสุดขีดสัมพัทธ์ ดังนั้นในการหาค่าสุดขีดสัมพัทธ์ ผู้เรียนสามารถนำอนุพันธ์มาประยุกต์ใช้
ในการหาจุดที่ทำให้เกิดค่าสุดขีดสัมพัทธ์ได ้ดังนี้ 
 

  



2-212-103 แคลคูลัส 1  บทที่ 4 การประยุกต์อนุพันธ์ของฟังก์ชัน | 137 

การหาค่าสูงสุดหรือต่ำสุดสัมพัทธ์ของฟังก์ชันพหุนาม โดยใช้อนุพันธ์อันดับหนึ่ง 
1. หา ( )f x  

2. ให้ ( ) 0f x  แล้วหาค่า x  (เรียก x  ว่าค่าวิกฤต สมมติ x c ) 

3. ทดสอบค่าวิกฤต x c  ใน ( )f x  โดยแทนค่าท่ีอยู่ใกล้ c  ทางซ้ายและทางขวา 

- ถ้า ( )f x  เปลี่ยนเครื่องหมายจากบวกไปลบ แล้ว x c  ให้ค่าสูงสุดสัมพัทธ์ ( )f c   

และจุดสูงสุดสัมพัทธ์คือ ( , ( ))x f c  

- ถ้า ( )f x  เปลี่ยนเครื่องหมายจากลบไปบวก แล้ว x c  ให้ค่าต่ำสุดสัมพัทธ์ ( )f c   

และจุดต่ำสุดสัมพัทธ์คือ ( , ( ))x f c  

- ถ้า ( )f x  ไม่เปลี่ยนเครื่องหมาย แสดงว่าไม่มีค่าสูงสุดหรือต่ำสุดที่ x c  
 

ในการพิจารณากราฟ จะดูรูปแบบกราฟที่เกิดขึ้นจากเครื่องหมายของ ( )f x  ว่าเป็นบวก

หรือลบ ควบคู่ไปกับลักษณะของฟังก์ชันเพิ่ม ฟังก์ชันลด ดังตัวอย่างต่อไปนี้ 
 
ตัวอย่าง 4.13 กำหนดให้ 3 2( ) 3 4f x x x  จงค่าสูงสุดหรือต่ำสุดสัมพัทธ์ 

วิธีทำ จาก  ( )f x  23 6x x  

ให้ ( ) 0f x , 23 6x x  0  

  3 ( 2)x x  0  

  x  2, 0  

ดังนั้น   จุดวิกฤตคือ 2x  และ 0x  

ทดสอบค่าวิกฤตใน ( )f x  พิจารณาเครื่องหมายของ ( )f x  

   

ที่ 2x  จะได้ว่า ( )f x  เปลี่ยนเครื่องหมายจากบวกไปลบ ดังนั้นที่ 2x  จะทำให้

เกิดค่าสูงสุดสัมพัทธ์ และ 
  ( 2)f  3 2( 2) 3( 2) 4  

   8 3(4) 4  

   8 12 4  

   8  
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จะได้ว่า   จุดสูงสุดสัมพัทธ์ คือ ( 2,8)  และค่าสูงสุดสัมพัทธ์ คือ 8 

ที่ 0x  จะได้ว่า ( )f x  เปลี่ยนเครื่องหมายจากลบไปบวก ดังนั้นที่ 0x  จะทำให้เกิด

ค่าต่ำสุดสัมพัทธ์ 
  (0)f  3 2(0) 3(0) 4  

   0 3(0) 4  

   0 0 4  

   4  

จะได้ว่า   จุดต่ำสุดสัมพัทธ์ คือ (0,4)  และค่าต่ำสุดสัมพัทธ์ คือ 4  

กราฟของฟังก์ชัน f  แสดงไดดั้งรูป 4.11 

  

รูป 4.11 กราฟของฟังก์ชัน 3 2( ) 3 4f x x x  

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) ◼ 

 

ตัวอย่าง 4.14 กำหนดให้ 3 2( ) 3 9 10f x x x x  จงค่าสูงสุดหรือต่ำสุดสัมพัทธ์ 

วิธีทำ จาก  ( )f x  23 6 9x x  

ให้ ( ) 0f x , 23 6 9x x  0  

  23( 2 3)x x  0  

  3( 3)( 1)x x  0  

  x  3,1  

ดังนั้น   จุดวิกฤตคือ 3x  และ 1x  
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ทดสอบค่าวิกฤตใน ( )f x  พิจารณาเครื่องหมายของ ( )f x  

   

 ที่ 3x  จะได้ว่า ( )f x  เปลี่ยนเครื่องหมายจากบวกไปลบ ดังนั้นที่ 3x  จะ

ทำให้เกิดค่าสูงสุดสัมพัทธ์ และ 
  ( 3)f  3 2( 3) 3( 3) 9( 3) 10  

   27 3(9) 27 10  

   27 27 27 10  

   17  

จะได้ว่า   จุดสูงสุดสัมพัทธ์ คือ ( 3,17) และค่าสูงสุดสัมพัทธ์ คือ 17 

ที่ 1x  จะได้ว่า ( )f x  เปลี่ยนเครื่องหมายจากลบไปบวก ดังนั้นที่ 1x  จะทำให้เกิด

ค่าต่ำสุดสัมพัทธ์ และ 
  (1)f  3 21 3(1 ) 9(1) 10  

   1 3(1) 9 10  

   1 3 9 10  

   15  

จะได้ว่า   จุดต่ำสุดสัมพัทธ์ คือ (1, 15) และค่าต่ำสุดสัมพัทธ์ คือ 15  

กราฟของฟังก์ชัน f  แสดงไดดั้งรูป 4.12 

  

รูป 4.12 กราฟของฟังก์ชัน 3 2( ) 3 9 10f x x x x  

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) ◼ 
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4.2.4 การหาค่าสูงสุดหรือต่ำสุดสัมพัทธ์ของฟังก์ชัน โดยใช้อนุพันธ์อันดับสอง 

เนื่องจากการหาค่าสูงสุดหรือต่ำสุดสัมพัทธ์ของฟังก์ชันที่จุดวิกฤต x c  นั้น ใน
การใช้อนุพันธ์อันดับหนึ่งจะต้องพิจารณาการเปลี่ยนเครื่องหมายของอนุพันธ์อันดับหนึ่ง เพื่อดูว่าจุด
วิกฤตนั้นให้ค่าสูงสุดหรือต่ำสุดสัมพัทธ์ ในขณะที่การใช้อนุพันธ์อันดับสองจะได้กราฟที่เว้าขึ้นหรือลง
ซึ่งสามารถบอกได้ว่าจุดวิกฤตนั้นให้ค่าสูงสุดหรือต่ำสุดสัมพัทธ์ นั่นคือ ผู้เรียนสามารถใช้อนุพันธ์อันดับ
สองในการพิจารณาค่าสูงสุดหรือต่ำสุดสัมพัทธ์ของฟังก์ชันได ้ดังต่อไปนี้ 
 

การหาค่าสูงสุดหรือต่ำสุดสัมพัทธ์ของฟังก์ชันพหุนาม โดยใช้อนุพันธ์อันดับสอง 
1. หา ( ), ( )f x f x  

2. ให้ ( ) 0f x  แล้วหาค่า x  (เรียก x  ว่าค่าวิกฤต สมมติ x c ) 

3. ทดสอบค่าวิกฤต x c  ใน ( )f x  

- ถ้า ( ) 0f c  แล้ว x c  ให้ค่าสูงสุดสัมพัทธ์ ( )f c  และจุดสูงสุดสัมพัทธ์คือ 

( , ( ))x f c  

- ถ้า ( ) 0f c  แล้ว x c  ให้ค่าต่ำสุดสัมพัทธ์ ( )f c  และจุดต่ำสุดสัมพัทธ์คือ 

( , ( ))x f c  

- ถ้า ( ) 0f c  แล้วสรุปผลไม่ได้ ต้องใช้อนุพันธ์อันดับหนึ่งทดสอบ 

 

ตัวอย่าง 4.15 กำหนดให้ 3 2( ) 3 9 9f x x x x    จงค่าสูงสุดหรือต่ำสุดสัมพัทธ์ 

วิธีทำ จาก  ( )f x  23 6 9x x  

  ( )f x  6 6x  

ให้ ( ) 0f x , 23 6 9x x  0  

  23( 2 3)x x  0  

  3( 3)( 1)x x  0  

  x  3, 1 

ดังนั้น   จุดวิกฤตคือ 3x  และ 1x  

ที่ 3;x  (3)f  6(3) 6  

   18 6  

   12 0  
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ดังนั้น ที่ 3x  จะทำให้เกิดค่าต่ำสุดสัมพัทธ์ และ 
  (3)f  3 23 3(3 ) 9(3) 9  

   27 3(9) 27 9  

   27 27 27 9  

   18  

จะได้ว่า   จุดต่ำสุดสัมพัทธ์ คือ (3, 18)  และค่าต่ำสุดสัมพัทธ์ คือ 18  

ที่ 1;x  ( 1)f  6( 1) 6  

   6 6  

   12 0  

ดังนั้น ที่ 1x  จะทำให้เกิดค่าสูงสุดสัมพัทธ์ และ 
  ( 1)f  3 2( 1) 3( 1) 9( 1) 9  

   1 3(1) 9 9  

   1 3 9 9  

   14  

จะได้ว่า   จุดสูงสุดสัมพัทธ์ คือ ( 1,14)  และค่าสูงสุดสัมพัทธ์ คือ 14 

กราฟของฟังก์ชัน f  แสดงไดดั้งรูป 4.13 

  

รูป 4.13 กราฟของฟังก์ชัน 3 2( ) 3 9 9f x x x x  

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) ◼ 
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ตัวอย่าง 4.16 กำหนดให้ 2 3( ) 2 12 3 2f x x x x  จงค่าสูงสุดหรือต่ำสุดสัมพัทธ์ 

วิธีทำ จาก  ( )f x  212 6 6x x  

  ( )f x  6 12x  

ให้ ( ) 0f x , 212 6 6x x  0  

  0 26 6 12x x  

  0 26( 2)x x  

  0 6( 2)( 1)x x  

  x  2, 1 

ดังนั้น   จุดวิกฤตคือ 2x  และ 1x  

ที่ 2;x  (2)f  6 12(2) 

   6 24  

   18 0  

ดังนั้น ที่ 2x  จะทำให้เกิดค่าสูงสุดสัมพัทธ์ และ 
  (2)f  2 32 12(2) 3(2 ) 2(2 )  

   2 24 3(4) 2(8)  

   2 24 12 16  

   22  

จะได้ว่า   จุดสูงสุดสัมพัทธ์ คือ (2,22) และค่าสูงสุดสัมพัทธ์ คือ 22 

ที่ 1;x  ( 1)f  6 12( 1)  

   6 12  

   18 0  

ดังนั้น ที่ 1x  จะทำให้เกิดค่าต่ำสุดสัมพัทธ์ และ 
  ( 1)f  2 32 12( 1) 3( 1) 2( 1)  

   2 12 3(1) 2( 1)  

   2 12 3 2  

   5  

จะได้ว่า   จุดต่ำสุดสัมพัทธ์ คือ ( 1, 5)  และค่าต่ำสุดสัมพัทธ์ คือ 5  
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กราฟของฟังก์ชัน f  แสดงไดดั้งรูป 4.14 

  

รูป 4.14 กราฟของฟังก์ชัน 2 3( ) 2 12 3 2f x x x x  

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) ◼ 

ตัวอย่าง 4.17 กำหนดให้ 
3 2

( ) 2
3 2

x x
f x x  จงค่าสูงสุดหรือต่ำสุดสัมพัทธ์ 

วิธีทำ จาก  ( )f x  2 2x x  

  ( )f x  2 1x  

ให้ ( ) 0f x , 2 2x x  0  

  ( 2)( 1)x x  0  

  x  2,1 

ดังนั้น   จุดวิกฤตคือ 2x  และ 1x  

ที่ 2;x  ( 2)f  2( 2) 1 

   4 1  

   3 0  

ดังนั้น ที่ 2x  จะทำให้เกิดค่าสูงสุดสัมพัทธ์ และ 

  ( 2)f  
3 2( 2) ( 2)

2( 2)
3 2

 

   8 4
4

3 2
 

   16 12 24

6
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  ( 2)f  20

6
 

   
10

3
 

จะได้ว่า   จุดสูงสุดสัมพัทธ์ คือ 10
( 2, )

3
 และค่าสูงสุดสัมพัทธ์ คือ 10

3
 

ที่ 1;x  (1)f  2(1) 1 

   2 1 

   3 0  

ดังนั้น ที่ 1x  จะทำให้เกิดค่าต่ำสุดสัมพัทธ์ และ 

  (1)f  
3 21 1

2(1)
3 2

 

   1 1
2

3 2
 

   2 3 12

6
 

   7

6
 

จะได้ว่า   จุดต่ำสุดสัมพัทธ์ คือ 7
(1, )
6

 และค่าต่ำสุดสัมพัทธ์ คือ 7

6
 

กราฟของฟังก์ชัน f  แสดงดังรูป 4.15 

  

รูป 4.15 กราฟของฟังก์ชัน 
3 2

( ) 2
3 2

x x
f x x  

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) ◼ 
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4.3 การประยุกต์การแก้ปัญหาโจทย์โดยใช้ค่าสุดขีดของฟังก์ชัน (Extreme 

value problem) 

จากหัวข้อที่ผ่านมาผู้เรียนได้ศึกษาค่าสุดขีดของฟังก์ชัน ในหัวข้อนี้จะเป็นการประยุกต์ใช้
อนุพันธ์ในการแก้ปัญหาโจทย์โดยใช้ค่าสุดขีดของฟังก์ชันมาเป็นเครื่องมือในการแก้ปัญหา โดยเป็น
การหาค่าท่ีมากที่สุดหรือน้อยที่สุดของปริมาณที่สนใจ ภายใต้เงื่อนไขที่กำหนด โดยมีขั้นตอนดังนี้ 
 

ขั้นตอนในการแก้ปัญหาที่เกี่ยวข้องกับการหาค่าสูงสุดหรือค่าต่ำสุด 

1. วาดรูปและระบุปริมาณต่าง ๆ ที่เก่ียวข้อง 

2. หาสูตรปริมาณที่ต้องการ (อาจมีมากกว่า 1 ตัวแปร) 

3. แสดงปริมาณในรูปของตัวแปรเดียว 

4. หาช่วงค่าที่เป็นไปได้สำหรับตัวแปร 

5. หาค่าสูงสุดหรือต่ำสุด (หาจุดวิกฤต) 

 
ตัวอย่าง 4.18 ต้องการจัดสวนในพื้นที่สี่เหลี่ยมผืนผ้า โดยทำการล้อมรอบด้วยรั้วลวดตาข่าย ถ้ามี

ลวดตาข่ายยาว 100 เมตร จะสามารถทำสวนให้มีพ้ืนที่มากที่สุดเท่าใด 

วิธีทำ ให้  x  เป็นความกว้างของสวน (หน่วยเป็นเมตร) 

  y  เป็นความยาวของสวน (หน่วยเป็นเมตร) 

  A  เป็นพื้นที่ของสวน (หน่วยเป็นตารางเมตร) 
สามารถแสดงส่วนของสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่มีรั้วยาว 100 เมตร ได้ดังรูป 4.16 

  

รูป 4.16 แสดงสวนสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่มีรั้วยาว 100 เมตร 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

พ้ืนที่ของสวนสี่เหลี่ยม A     กว้าง  ยาว 
   xy  
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เนื่องจากลวดตาข่ายยาว 100 เมตร จากความยาวของสวนคือ 

  2 2x y  100  

ดังนั้น x y  50  

  y  50 x  

จะได้พ้ืนที่ของสวน A  (50 )x x  

   250x x  

เนื่องจาก 50y x  และ y  เป็นความยาวของสวน ดังนั้น 0 50x  

หาอนุพันธ์ของ A  เทียบตัวแปร x  

  
dA

dx
 50 2x  

ให้ 0
dA

dx
 จะได้ 25x  และ 50 25 25y  

ดังนั้น   พื้นที่ของสวนที่มากที่สุด คือมีความกว้าง 25 เมตร ความยาว 25 เมตร และมีพื้นที่ 

625 ตารางเมตร ◼ 

 

ตัวอย่าง 4.19 แผ่นกระดาษแข็งขนาดกว้าง 16 นิ้ว ยาว 30 นิ้ว ต้องการทำกล่องเปิดด้านบนโดย

ทำการตัดสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาดเท่ากันออกจากมุมทั้งสี่ แล้วพับด้านข้างขึ้นเพื่อสร้างกล่อง จะต้องตัด
สี่เหลี่ยมจัตุรัสออกขนาดเท่าใดจึงจะทำให้ได้กล่องที่มีปริมาตรมากที่สุด 

วิธีทำ ให้  x  เป็นความยาวด้านหนึ่งของสี่เหลี่ยมจัตุรัสที่ตัดออก (หน่วยเป็นนิ้ว) 

  V  เป็นปริมาตรของกล่อง (หน่วยเป็นลูกบาศก์นิ้ว) 
สามารถแผ่นกระดาษที่ตัดมุมทั้ง 4 เพ่ือสร้างกล่อง ได้ดังรูป 4.17 

  

รูป 4.17 แสดงแผ่นกระดาษที่ตัดมุมทั้ง 4 เพ่ือสร้างกล่อง 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 
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ปริมาตรของกล่องสี่เหลี่ยม คือ 

  V     กว้าง  ยาว  สูง 
   (16 2 )(30 2 )x x x  

   2 3480 92 4x x x  

เนื่องจากต้องตัดสี่เหลี่ยมจัตุรัสออกจากมุม จะได้ว่าความยาวที่ตัดไป ต้องตัดทั้ง 2 ข้าง และ

ความยาวด้านที่สั้นที่สุดคือ 16 นิ้ว ดังนั้น 0 8x  

หาอนุพันธ์ของ V  เทียบตัวแปร x  

  dV

dx
 2480 184 12x x  

   24(3 46 120)x x  

   4( 12)(3 10)x x  

ให้ 0
dV

dx
 จะได้ 12x  และ 10

3
x  

เนื่องจาก 12x  อยู่นอกขอบเขตที่พิจารณาค่า x  ดังนั้น 10

3
x  และ 

  V  

2 3
10 10 10

480 92 4
3 3 3

 

   43,200 27,600 4,000

27 27 27
 

   19,600

27
 

นั่นคือ   ปริมาตรที่มากท่ีสุดของกล่องเปิดด้านบนคือ 19,600
27

 ลูกบาศก์เซนติเมตร ◼ 

 

4.4 ความเร็ว ความเร่ง (Velocity and acceleration) 

ในการเคลื่อนที่ของวัตถุที่เคลื่อนที่ในแนวเส้นตรง โดยมีสมการของการเคลื่อนที่คือ ( )s t  

เมื่อ s  เป็นฟังก์ชันที่อธิบายการเคลื่อนที่หรือระยะทาง (distance) เรียกว่าฟังก์ชันระบุตำแหน่ง

ของวัตถุ และ t  คือระยะเวลา 
ฟังก์ชันความเร็ว (velocity function) คืออัตราการเปลี่ยนแปลงของตำแหน่งของวัตถุต่อ

หน่วยเวลา โดยคำนึงถึงทิศทางการเคลื่อนที่ของวัตถุ มีสูตรคือ 
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  ( ) ( )
ds

v t s t
dt

 

เมื่อ ( ) 0v t  วัตถุจะเคลื่อนที่ในทิศทางไปข้างหน้า (ทิศทางบวก) 

 ( ) 0v t  วัตถุจะเคลื่อนที่ในทิศทางตรงข้าม (ทิศทางลบ) 

ฟังก์ชันอัตราเร็ว (speed function) คือขนาดของความเร็ว มีสูตรคือ 

  ( ) ( )
ds

v t s t
dt

 

ฟังก์ชันความเร่ง (acceleration function) คืออัตราการเปลี่ยนแปลงของความเร็วของ

วัตถุต่อหน่วยเวลา  โดยคำนึงถึงทิศทางมีสูตรคือ 

  ( ) ( )
dv

a t v t
dt

   หรือ   
2

2
( ) ( )

d s
a t s t

dt
 

เมื่อ ( ) 0a t  วัตถมุีความเร็วเพิ่มข้ึนในทิศความเร็วที่เป็นบวก หรือความเร็วลดลงในทิศตรงข้าม 

 ( ) 0a t  วัตถุมีความเร็วลดลงในทิศความเร็วที่เป็นบวก หรือความเร็วเพ่ิมข้ึนในทิศตรงข้าม 

สามารแสดงความสัมพันธ์ระหว่างความเร็วและความเร่งได้ดังตาราง 4.1 ดังนี้ 

ตาราง 4.1 แสดงความสัมพันธ์ความเร็วและความเร่ง 

 0v  0v  

0a  ความเร็วเพ่ิมขึ้น ความเร็วลดลง 

0a  ความเร็วลดลง ความเร็วเพ่ิมขึ้น 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

 
ตัวอย่าง 4.20 วัตถุหนึ่งเคลื่อนที่เป็นแนวเส้นตรง โดยมีความสัมพันธ์ระหว่างระยะทาง s  เมตร 

และเวลา t  วินาที ซึ ่งสอดคล้องกับฟังก์ชัน 3 2( ) 3s t t t  จงหาระยะทาง ความเร็ว และ

ความเร่งของการเคลื่อนที่ของวัตถุนี้ เมื่อเวลา 1t  

วิธีทำ จาก  ( )s t  3 23t t  

ดังนั้น ( )v t  ( )s t  

   23 6t t  
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และ  ( )a t  ( )v t  

   6 6t  

เมื่อ 1t  วัตถุเคลื่อนที่ไปได้ระยะทาง 
  (1)s  3 21 3(1 ) 

   1 3(1)  

   1 3  

   4  

เมื่อ 1t  วัตถุเคลื่อนที่ไปด้วยความเร็ว 
  (1)v  23(1 ) 6(1)  

   3(1) 6  

   3 6  

   9  

เมื่อ 1t  วัตถุเคลื่อนที่ไปด้วยความเร่ง 
  (1)a  6(1) 6  

   6 6  

   12  

สรุป เมื่อเวลา 1 วินาที วัตถุเคลื่อนที่ไปได้ในทิศทางบวก โดยมีระยะทาง 2 เมตร ความเร็ว 

9 เมตร/วินาที และความเร่ง 12 เมตร/วินาที2 ◼ 

 

4.4.1 การเร่งความเร็วและการชะลอความเร็ว (Speed up and slowing down) 

ในการพิจารณาว่าวัตถุใดมีการเร่งความเร็ว (speed up) หรือชะลอความเร็ว 

(slowing down) ในกรณีที่วัตถุเคลื่อนที่ในแนวเส้นตรง จะพิจารณาดังนี้ 

วัตถุมีการ “เร่งความเร็ว” เมื่อความเร็วและความเร่งมีทิศทางเดียวกัน และวัตถุมีการ 
“ชะลอความเร็ว” เมื่อความเร็วและความเร่งมีทิศทางตรงข้ามกัน 

หากพิจารณาทิศทางของการเคลื่อนที่ของวัตถุ (ทิศทางของความเร็ว) กรณีการเคลื่อนที่ทิศ
ทางบวก (ความเร็วเป็นบวก) จะได้ว่าเมื่อความเร่งเป็นบวก ความเร็วจะเพิ่มขึ้น (เร่งความเร็ว) และ
เมื่อความเร่งเป็นลบ ความเร็วจะลดลง (ชะลอความเร็ว) 

กรณีการเคลื่อนที่ทิศทางลบ (ความเร็วเป็นลบ) เมื่อความเร่งเป็นลบ ความเร็วจะมีค่าลบ
น้อยลง (เร่งความเร็ว) เมื่อความเร่งเป็นบวก ความเร็วจะมีค่าลบมากข้ึน (ชะลอความเร็ว) 
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ผู้เรียนอาจจะพิจารณาจากผลคูณของความเร็วและความเร่งได้ในทำนองเดียวกัน เมื่อผลคูณ
ของความเร็วและความเร่งเป็นบวก จะได้ว่าวัตถุมีการเร่งความเร็ว และผลคูณของความเร็วและ
ความเร่งเป็นลบ จะได้ว่าวัตถุมีการชะลอความเร็ว ดังตัวอย่างต่อไปนี้ 
 
ตัวอย่าง 4.21 วัตถุหนึ่งเคลื่อนที่เป็นแนวเส้นตรง โดยมีความสัมพันธ์ระหว่างระยะทาง s  เมตร 

และเวลา t  วินาที ซึ่งสอดคล้องกับฟังก์ชัน 3 2( ) 6 9s t t t t  จงอธิบายการเคลื่อนที่ของวัตถุ

นี้ เมื่อ 0t  

วิธีทำ จาก  ( )s t  3 23 9t t t  

ดังนั้น ( )v t  ( )s t  

   23 12 9t t  

   23( 4 3)t t  

   3( 1)( 3)t t  

และ  ( )a t  ( )v t  

   6 12t  

   6( 2)t  

พิจารณาเวลา ระยะทาง ความเร็วและความเร่งได้ดังนี้ 

เวลา ( )t  ( )s t  ( )v t  ( )a t  สรุป 

0t  0  ( )( ) ( )  ( )  

0 1t   ( )( ) ( )  ( ) เคลื่อนที่ในทิศบวก 
และชะลอความเร็ว 

1t  4  0  ( )  

1 2t   ( )( ) ( )  ( ) เคลื่อนที่ในทิศลบ 
และเร่งความเร็ว 

2t  2  ( )( ) ( )  0  

2 3t   ( )( ) ( )  ( )  เคลื่อนที่ในทิศลบ 
และชะลอความเร็ว 

3t  0  0  ( )   

3t   ( )( ) ( ) ( )  เคลื่อนที่ในทิศบวก 
และเร่งความเร็ว 
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สรุปการเคลื่อนที่ของวัตถุเป็นแผนภาพได้ดังรูป 4.18 ดังนี้ 

  

รูป 4.18 แสดงการเคลื่อนที่ของวัตถุที่สอดคล้อง 3 2( ) 6 9s t t t t  

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) ◼ 

 

4.5 ปัญหาอัตราสัมพัทธ์ (Related rates problem) 

ในหัวข้อนี้ จะทำการประยุกต์อนุพันธ์เพื่อแก้ปัญหาทางแคลคูลัสที่เกี่ยวข้องกับการหาอัตรา
การเปลี่ยนแปลงของตัวแปรหนึ่ง เมื่อทราบอัตราการเปลี่ยนแปลงของตัวแปรอื่น ๆ ที่สัมพันธ์กัน  
เรียกว่าอัตราสัมพัทธ์ (related rates) ซึ่งตัวแปรที่มักพบในปัญหานี้ก็คือตัวแปรเวลา t  โดย

อาจจะเรียกได้ว่าอัตราสัมพัทธ์คือการหาอัตราการเปลี่ยนแปลงของปริมาณต่าง ๆ เทียบกับเวลา 
ตัวอย่างเช่น อัตราการเปลี่ยนแปลงปริมาณน้ำเทียบกับเวลา อัตราการเปลี่ยนแปลงของความเร็ววัตถุ
เทียบกับเวลา อัตราการเกิด การตายของประชากรเทียบกับเวลา เป็นต้น 

ในการแก้ปัญหานี้ จะทำการหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันต่าง ๆ เทียบกับตัวแปร t  โดยนำความรู้
ที่ได้จากการหาอนุพันธ์โดยกฎลูกโซ่ และการหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันโดยปริยายเข้ามาช่วยเหลือ โดยมี
ขั้นตอนดังนี้ 
 

ขั้นตอนการแก้ปัญหา 
1. กำหนดตัวแปรของปริมาณต่าง ๆ ที่เปลี่ยนแปลงเทียบกับเวลา t  

2. วาดรูปแสดงความสัมพันธ์ของตัวแปรต่าง ๆ ที่เกี่ยวข้อง (ถ้าวาดได้) 

3. สร้างสมการที่มีความสัมพันธ์ของตัวแปรต่าง ๆ ณ เวลา t  ใด ๆ 

4. หาอนุพันธ์ของสมการข้างต้นทั้งสองข้างเทียบกับตัวแปร t  

5. แทนค่าตัวแปรต่าง ๆ และอัตราการเปลี่ยนแปลงที่โจทย์กำหนด แล้วคำนวณหาค่าสิ่งที่โจทย์

ต้องการ 
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ตัวอย่าง 4.22 บันไดยาว 5 เมตร ปลายบันไดวางพิงกำแพงตึกอยู่ และตีนบันไดวางอยู่บนพื้นดิน 

ถ้าตีนบันไดเคลื่อนห่างจากกำแพง 3 เมตร ด้วยความเร็ว 0.1 เมตรต่อวินาที จงหาว่าปลายบันไดจะ

เลื่อนลงด้วยความเร็วเท่าไร 

วิธีทำ เมื่อเวลาผ่านไป t  วินาที 

ให้ x  เป็นระยะที่ปลายบันไดห่างจากตีนกำแพง หน่วยเป็นเมตร 
 y  เป็นระยะที่ตีนบันไดห่างจากตีนกำแพง หน่วยเป็นเมตร 

สามารถแสดงความสัมพันธ์ระหว่างบันไดและกำแพงได้ดังรูป 4.19 

  

รูป 4.19 แสดงความสัมพันธ์ระหว่างบันไดและกำแพง 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

จากสูตรสามเหลี่ยมมุมฉาก จะได้ว่า 
  2 2x y  25  

หาอนุพันธ์ทั้งสองข้างเทียบ t  

  2 2( )
d
x y

dt
 2(5 )

d

dt
 

  2 2
dx dy
x y
dt dt

 0  

  2
dx
x
dt

 2
dy
y
dt

 

  
dx

dt
 

y dy

x dt
 

จากโจทย์ 0.1
dy

dt
, 3y  และ 2 25 3 25 9 16 4x  

ดังนั้น dx

dt
 3

(0.1)
4

 

   0.075  

นั่นคือ ปลายบันไดจะเลื่อนลงด้วยความเร็ว 0.075  เมตรต่อวินาที ◼ 
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ตัวอย่าง 4.23 ปล่อยน้ำลงถังรูปกรวยกลม ด้วยอัตราเร็ว 3 ลูกบาศก์เมตรต่อนาที ถังมีรัศมียาว 3 

เมตร และสูง 10 เมตร จงหาว่าขณะที่น้ำในถังสูง 2 เมตร ระดับน้ำจะสูงขึ้นด้วยอัตราเร็วเท่าใด 

วิธีทำ เมื่อเวลาผ่านไป t  วินาที 

ให้ V  เป็นปริมาตรของน้ำในถัง หน่วยเป็นลูกบาศก์เมตร 

 r  เป็นรัศมีของผิวน้ำในถัง หน่วยเป็นเมตร 

 h  เป็นความสูงของน้ำในถัง หน่วยเป็นเมตร 
สามารถแสดงความสัมพันธ์ระหว่างถังรูปกรวยกลม รัศมีและความสูงได้ดังรูป 4.20 

  

รูป 4.20 แสดงความสัมพันธ์ระหว่างถังรูปกรวยกลม รัศมีและความสูง 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

จากสูตรปริมาตรของรูปทรงกรวย 

  V  21

3
r h  

จากรูป สามเหลี่ยมคล้าย จะได้ 

  r

h
 3

10
 

  r  
3

10

h
 

ดังนั้น V  

2
1 3

3 10

h
h  

   
21 9

3 100

h
h  

   33

100
h  
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หาอนุพันธ์ทั้งสองข้างเทียบ t  

  
dV

dt
 29

100

dh
h
dt

 

จากโจทย์ 3
dV

dt
 ลูกบาศก์เมตรต่อนาที และ 2h  เมตร 

จะได้ 3 29
(2 )

100

dh

dt
 

   
9
(4)

100

dh

dt
 

   
9

25

dh

dt
 

ดังนั้น dh

dt
 

25 25
3

9 3
 

นั่นคือ   ขณะที่น้ำในถังสูง 2 เมตร ระดับน้ำจะสูงขึ้นด้วยอัตราเร็ว 25
3

 ลูกบาศก์เมตรต่อ

นาท ี ◼ 

 

4.6 ค่าเชิงอนุพันธ์ (Differentials) 

ให้ ( )y f x  เป็นฟังก์ชันที่หาอนุพันธ์ได้ ถ้า x  มีการเปลี่ยนค่าไปเป็น x x  จะเรียก 

x  ว่าส่วนที่เปลี่ยนของ x  ในทำนองเดียวกัน y  จะเรียกว่าส่วนที่เปลี่ยนไปของ y  เมื่อ x  

เปลี่ยนไป x  ดังนั้น 

  
0

( ) lim
x

y
f x

x
 

เนื่องจาก f  เป็นฟังก์ชันที่หาอนุพันธ์ได้ ดังนั้น ( )
y

f x
x

 เมื่อ 0x  หรือกล่าวใน

อีกทำนองหนึ่ง คือ 

  ( )y f x x  เมื่อ 0x  

จะนิยามค่าเชิงอนุพันธ์ดังบทนิยาม 4.5 
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บทนิยาม 4.5 กำหนดให้ ( )y f x  เป็นฟังก์ชันที่หาอนุพันธ์ได้ และ x  คือส่วนที่เปลี่ยนของ 

x  แล้ว ค่าเชิงอนุพันธ์ (differentials) ของ x เขียนแทนด้วย dx  กำหนดโดย 

  dx x  

ค่าเชิงอนุพันธ์ของ y เขียนแทนด้วย dy  กำหนดโดย 

  ( ) ( )dy f x x f x dx  

 

ถ้า 0dx  แล้ว จากบทนิยาม 4.5 เมื่อนำค่าเชิงอนุพันธ์ dx  หารตลอด จะได้ว่า 

  
( )

( )
dy f x dx

f x
dx dx

 

นั่นคือ อนุพันธ์ของฟังก์ชัน f  สามารถเขียนอยู่ในรูปของผลหารของค่าเชิงอนุพันธ์ dy  กับ dx  ได้ 

ดังนั้น สามารถเขียนอยู่ในรูป 

  ( )df f x dx  

แทนการเขียน ( )dy f x dx  จะเรียก df  ว่าค่าเชิงอนุพันธ์ของฟังก์ชัน f   ตัวอย่างเช่น 
2( ) 3f x x  ดังนั้นค่าเชิงอนุพันธ์ df  เขียนในรูป 

  2( 3) 2df d x x dx  

นอกจากนี้ ผู้เรียนยังสามารถเขียนค่าเชิงอนุพันธ์ของฟังก์ชันในรูปแบบต่าง ๆ ได้ในทำนองเดียวกัน ดัง
ตัวอย่างต่อไปนี้ 
 
ตัวอย่าง 4.24 จงหาค่าเชิงอนุพันธ์ df  ของฟังก์ชันต่อไปนี้ 

1) 2( ) 2 1f x x x  2) ( ) sinf x x  

วิธีทำ 1) จากโจทย์ 2( ) 2 1f x x x  จะได้ ( ) 2 2 2( 1)f x x x  

ดังนั้น df  2( 2 1)d x x  

   2( 1)x dx  ◼ 

 2) จากโจทย์ ( ) sinf x x  จะได้ ( ) cosf x x  

ดังนั้น df  (sin )d x  

   cosx dx  ◼ 
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นอกจากนี้ ผู้เรียนยังสามารถใช้กฎลูกโซ่หรือสูตรการหาอนุพันธ์อื่น ๆ มาใช้ในการหาค่าเชิง
อนุพันธ์ได ้ดังตัวอย่างต่อไปนี้ 
 
ตัวอย่าง 4.25 จงหาค่าเชิงอนุพันธ์ต่อไปนี้ 

1) (tan3 )d x  2) 2( )xd x e  

วิธีทำ 1)  (tan3 )d x  2sec 3 (3 )x d x  

   2sec 3 (3)x  

   23 sec 3x  ◼ 

 2)  2( )xd x e  2 2( ) ( )x xx d e e d x  

   2 2x xx e dx xe dx  

   2( 2 )x xx e xe dx  ◼ 

 

4.6.1 การประมาณค่าเชิงเส้น (Linearization)  

จากที่ทราบมาแล้วว่าเส้นสัมผัสของ ( )y f x  ที่จุด 
0

x x  เมื่อ f  เป็นฟังก์ชัน

ที่หาอนุพันธ์ได้ คือเส้นตรงที่ผ่านจุด 
0 0
( , ( ))x f x  และมีสมการ 

  
0 0
( ) ( )( )y f x f x x x  

นั่นคือ เส้นสัมผัสกราฟ ( )y f x  จะอยู่ในรูปสมการเชิงเส้น 

  
0 0

( ) ( ) ( )( )L x f x f x x x  

จะนิยามการประมาณค่าเชิงเส้น ดังบทนิยาม 4.6 

 
บทนิยาม 4.6 กำหนดให้ f  เป็นฟังก์ชันที่หาอนุพันธ์ได้ที่จุด 

0
x x  การประมาณค่าเชิงเส้น 

(linearization) ของ f ที่ x0 กำหนดโดย 

  
0 0

( ) ( ) ( )( )L x f x f x x x  

การประมาณค่าเชิงเส้นมาตรฐาน (standard linear approximation)  ของ f ที่ x0 เป็นการ

ประมาณค่า ( ) ( )f x L x  และเรียกจุด 
0

x x  ว่าจุดศูนย์กลางของการประมาณค่า 
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ตัวอย่าง 4.26 กำหนดให้ ( ) 1f x x  จงหาการประมาณค่าเชิงเส้นของ f  ที่จุด 0x  

วิธีทำ จากโจทย์ ( ) 1f x x  ดังนั้น 1
( )

2 1
f x

x
 

ที่จุด 0x  จะได้ (0) 1f  และ 1
(0)

2
f  

ดังนั้น ( )L x  
0 0
( ) ( )( )f x f x x x  

   1
1 ( 0) 1
2 2

x
x  

นั่นคือ 1 1
2

x
x  ◼ 

 

จากตัวอย่าง 4.26 เมื่อทำการประมาณค่าใกล้จุด 0x  จะได้ค่าดังตาราง 4.2 ดังนี้ 

ตาราง 4.2 ตารางความสัมพันธ์ค่าจริงและค่าประมาณของ ( ) 1f x x  ที่จุด 0x  

0
x  การประมาณค่า ค่าจริง ผลต่าง 

0.1 
0.1

1.1 1 1.05
2

 1.04880885 31.19115 10  

0.01 
0.01

1.01 1 1.005
2

 1.00498756 51.244 10  

0.001 
0.001

1.001 1 1.0005
2

 1.00049988 71.2 10  

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

จากตาราง 4.2 จะเห็นว่า ยิ่งค่า 0x  มากเท่าไหร่ ค่าที่ได้จากการประมาณจะมีค่า

ใกล้เคียงกับค่าจริงมากยิ่งข้ึน 
 

ตัวอย่าง 4.27 กำหนดให้ 2( ) 3 7f x x x  จงหา df  เมื่อ 1x  และ 0.1dx  

วิธีทำ จากโจทย์ 2( ) 3 7f x x x  จะได้ ( ) 6 7f x x  

ดังนั้น df  ( )f x dx  

   (6 7)x dx  

ที่ 1x  และ 0.1dx  จะได้ว่า 
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  df  [6(1) 7](0.1) 

   ( 1)(0.1)  

   0.1 ◼ 

 
4.6.2 การประยุกต์ค่าเชิงอนุพันธ์ในการประมาณค่า 

จากฟังก์ชัน ( )f x  ถ้าผู้เรียนสามารถหาค่าของฟังก์ชันที่จุด 
0
x  ได้ ดังนั้นผู้เรียน

สามารถที่จะประมาณค่าของฟังก์ชันที่จุด 
0
x x  ที่ใกล้เคียงกับจุด 

0
x  ได ้

ถ้า x dx  แล้วค่าเชิงอนุพันธ์ dy  เป็นค่าประมาณของ y  ดังนั้น 
 

0
( )f x x  

0
( )f x y  

  
0
( )f x dy  

  
0 0
( ) ( )f x f x dx  

 

ขั้นตอนการประมาณค่า 
1. กำหนดฟังก์ชัน ( )f x  ที่สอดคล้องกับค่าท่ีต้องการประมาณค่า และหา ( )f x  

2. ให้จำนวนที่ต้องการประมาณค่าคือ 
0
( )f x x  โดยที่ 

0
( )f x  เป็นค่าที่สามารถหาค่าได้ 

และ x dx  

3. ประมาณค่าโดย 
0 0 0
( ) ( ) ( )f x x f x f x dx  แล้วแทนค่าต่าง ๆ ลงไป 

 

ตัวอย่าง 4.28 จงหาค่าโดยประมาณของ 3 28  

วิธีทำ กำหนด 3 1/3( )f x x x  จะได้ 2/3

3 2

1 1
( )

3 3
f x x

x
 

ต้องการประมาณค่า 
0

(28) ( )f f x x  ให้ 
0
27, 1x x  

จาก  
0
( )f x x  

0 0
( ) ( )f x f x dx  

ดังนั้น (27 1)f  (27) (27)(1)f f  

   3

3 2

1
27 (1)

3 27
 

   3 3

3 23

1
3

3 (3 )
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  (27 1)f  
2

1
3
3(3 )

 

   
1

3
27

 

   3 0.0370  

   3.0370  

เมื่อคำนวณด้วยเครื่องคิดเลขทางวิทยาศาสตร์ จะได้ 3 28  มีค่าประมาณ 3.0366 ซึ่งถือว่า

ใกล้เคียงกับการหาโดยใช้ค่าเชิงอนุพันธ์ ◼ 

 

ตัวอย่าง 4.29 จงหาค่าโดยประมาณของ cos 31  เมื่อกำหนด 1 0.0175  เรเดียน 

วิธีทำ กำหนด ( ) cosf x x  จะได้ ( ) sinf x x  

ต้องการประมาณค่า 
0

(31 ) ( )f f x x  ให้ 
0
30 , 1 0.0175x x  

จาก  
0
( )f x x  

0 0
( ) ( )f x f x dx  

ดังนั้น (30 1 )f  (30 ) (30 )(1 )f f  

   cos 30 sin 30 (0.0175) 

   
3 1

(0.0175)
2 2

 

   0.86603 0.00875  

   0.85728  

เมื่อคำนวณด้วยเครื่องคิดเลขทางวิทยาศาสตร์ จะได้ cos 31  มีค่าประมาณ 0.85717 ซึ่ง

ถือว่าใกล้เคียงกับการหาโดยใช้ค่าเชิงอนุพันธ์ ◼ 

 

4.6.3 การประยุกต์ค่าเชิงอนุพันธ์ในการหาค่าความคลาดเคลื่อนที่เกิดจากการวัด 

ในการประมาณค่าความคลาดเคลื่อน (approximation error) ที่เกิดจากการวัด 

จะกำหนดให้ u  เป็นปริมาณที่ต้องการวัด และ du  เป็นค่าความคลาดเคลื่อนที่เกิดจากการวัด u  
ดังนั้น 

 ความคลาดเคลื่อนสัมพัทธ์ (relative error)  คือ du
u

 เมื่อ 0u  

และ ร้อยละของความคลาดเคลื่อนสัมพัทธ์ คือ 100
du

u
 เมื่อ 0u  
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ตัวอย่าง 4.30 ในการวัดกล่องสี่เหลี่ยมลูกบาศก์ โดยวัดความยาวแต่ละด้านได้ 10 เซนติเมตร โดย

มีความคลาดเคลื่อนไม่เกิน 0.02 เซนติเมตร จงหา 

1) คลามคลาดเคลื่อนทีม่ากที่สุดของปริมาตรกล่องสี่เหลี่ยมลูกบาศก์ 

2) คลามคลาดเคลื่อนสัมพัทธ์และร้อยละของความคลาดเคลื่อนสัมพัทธ์ของปริมาตรกล่องสี่เหลี่ยม

ลูกบาศก์ 

วิธีทำ 1) ให้     u  เป็นความยาวของกล่องสี่เหลี่ยมลูกบาศก์ 

  V  แทนปริมาตรของกล่องสี่เหลี่ยมลูกบาศก์ 

  du  เป็นความคลาดเคลื่อนจากการวัดความยาวของกล่องสี่เหลี่ยมลูกบาศก์ 

  dV  เป็นความคลาดเคลื่อนจากการวัดปริมาตรของกล่องสี่เหลี่ยมลูกบาศก์ 
จากโจทย์ 0.02du  (เครื่องหมายบวก หมายถึงวัดได้มากกว่าค่าจริง และเครื่องหมาย

ลบ หมายถึงวัดได้น้อยกว่าค่าจริง) 

จากสูตรปริมาตรกล่องสี่เหลี่ยมลูกบาศก์ 

  V  3u  

ดังนั้น dV  u du  

   23u du  

   23(10) ( 0.02)  

   3(100)( 0.02) 

   6  

นั่นคือ ความคลาดเคลื่อนที่มากที่สุดของปริมาตรกล่องสี่เหลี่ยมลูกบาศก์ คือ 6  ลูกบาศก์
เซนติเมตร ◼ 

 2) ความคลาดเคลื่อนสัมพัทธ์ของปริมาตรกล่องสี่เหลี่ยมลูกบาศก์ 

  
dV

V
 

2

3

3u du

u
 

   
3

6

10
 

   
6

1000
 

   0.006  
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ร้อยละความคลาดเคลื่อนสัมพัทธ์ของปริมาตรกล่องสี่เหลี่ยมลูกบาศก์ 

  100
dV

V
 0.006 100  

   0.6  ◼ 

 

สรุปเนื้อหาในบทที่ 4 

อนุพันธ์ของฟังก์ชันคือแนวคิดพื ้นฐานในการศึกษาแคลคูลัส ซึ ่งอธิบายถึงอัตราการ
เปลี่ยนแปลงของฟังก์ชัน ณ จุดใดจุด ในการประยุกต์อนุพันธ์ มีค่อนข้างหลากหลายขึ้นอยู่กับปัญหาที่
ผู้เรียนสนใจ ไม่ว่าจะเป็นการหาค่าลิมิตที่อยู่ในรูปแบบยังไม่กำหนด ซึ่งไม่สามารถหาได้โดยง่าย การ
นำอนุพันธ์มาใช้ในการทดสอบฟังก์ชันที่กำลังเพิ่มขึ้นหรือลดลง นำมาซึ่งการพิจารณากราฟของ
ฟังก์ชัน การหาค่าสุดขีดโดยนำอนุพันธ์เข้ามาช่วยเหลือ สามารถประยุกต์ใช้ได้ในหลากหลายปัญหา 
เช่น การหาต้นทุนต่ำที่สุด การหาขนาดหรือปริมาตรที่มากที่สุด หรือการประยุกต์ในการหาอัตราการ
ผลิตที ่ให้ผลกำไรสูงสุด ในส่วนของการประมาณค่าต่าง ๆ สามารถนำอนุพันธ์มาประยุกต์ใช้ได้
เช่นเดียวกัน ในการประยุกต์ใช้อนุพันธ์ช่วยให้ผู้เรียนสามารถแก้ปัญหา ปรับปรุงประสิทธิภาพ และ
สร้างแบบจำลองได้อย่างแม่นยำยิ่งขึ้น 
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แบบฝึกหัดท้ายบทที่ 4 

1. จงหาค่าลิมิตต่อไปนี้ 

1.1 
2

0

1
lim

x

x

e

x
 1.2 

2

1 sin
lim

cosx

x

x
 

1.3 
0

sin2
lim

sin 3x

x x

x x
 1.4 lim lnx

x
e x  

1.5 
1

lim sin
x
x

x
 1.6 

0
lim ln
x
x x  

1.7 1/lim x

x
x  1.8 

1

0
lim (cos )x
x

x  

2. จงค่าสูงสุดหรือต่ำสุดสัมพัทธ์ของฟังก์ชันต่อไปนี้ 
2.1 3 2( ) 6 9f x x x x  2.2 3 2( ) 3 5f x x x  

2.3 3 2( ) 2 3 12 5f x x x x  2.4 3( ) 2 6f x x x  

2.5 2( ) ( 1)f x x x  2.6 5 3( ) 3 5f x x x  

2.7 
3 2

( ) 2 1
3 2

x x
f x x  2.8 

3 2

( ) 6
3 2

x x
f x x  

3. ต้องการจัดสวนในพื้นที่สี่เหลี่ยมผืนผ้า โดยทำการล้อมรอบด้วยรั้วลวดตาข่าย ถ้ามีลวดตาข่าย
ยาว 200 เมตร จะสามารถทำสวนให้มีพ้ืนที่มากที่สุดเท่าใด 

4. แผ่นกระดาษแข็งขนาดกว้าง 12 นิ้ว ยาว 12 นิ้ว ต้องการทำกล่องเปิดด้านบนโดยทำการตัด

สี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาดเท่ากันออกจากมุมทั้งสี่ แล้วพับด้านข้างขึ้น เพื่อสร้างกล่อง จะต้องตัด
สี่เหลี่ยมจัตุรัสออกขนาดเท่าใดจึงจะทำให้ได้กล่องที่มีปริมาตรมากที่สุด 

5. บันไดยาว 15 ฟุต วางพิงผนังตึกอยู่ ถ้าปลายล่างสุดของบันไดเลื่อนห่างออกจากตัวตึกใน

แนวนอนด้วยอัตรา 3 ฟุตต่อวินาที แล้วปลายด้านบนสุดของบันไดจะเลื่อนลงจากตัวตึกด้วย

อัตราเร็วเท่าไร เมื่อปลายบนสุดของบันไดอยู่สูงจากพ้ืน 9 ฟุต 

6. ปล่อยน้ำจากก๊อกน้ำลงถังรูปกรวยกลม ด้วยอัตราเร็ว 2 ลูกบาศก์เมตรต่อนาที ถังมีรัศมียาว 

10 เมตร และสูง 20 เมตร จงหาว่าขณะที่น้ำในถังสูง 10 เมตร ระดับน้ำจะสูงขึ้นด้วยอัตราเร็ว

เท่าใด 

7. ว่าวลอยดิ่งขึ้นจากพื้นห่างจากผู้สังเกตการณ์ 1,200 ฟุต ด้วยอัตราเร็ว 200 ฟุตต่อนาที จงหา

ว่ามุมเงยของผู้สังเกตการณ์จะเพิ่มขึ้นด้วยอัตราเร็วเท่าไร ขณะที่ ว่าวลอยอยู่ที่ระดับความสูง 
1,600 ฟุต 
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8. วัตถุหนึ่งเคลื่อนที่เป็นแนวเส้นตรง โดยมีความสัมพันธ์ระหว่างระยะทาง s  เมตร และเวลา t  
วินาที ซึ่งสอดคล้องกับฟังก์ชัน 3 2( ) 2s t t t  จงหาระยะทาง ความเร็ว และความเร่งของ

การเคลื่อนที่ของวัตถุนี้ เมื่อเวลา 2t  

9. วัตถุหนึ่งเคลื่อนที่เป็นแนวเส้นตรง โดยมีความสัมพันธ์ระหว่างระยะทาง s  เมตร และเวลา t  

วินาที ซึ ่งสอดคล้องกับฟังก์ชัน 3 21
( ) 3

3
s t t t t  จงหาระยะทาง ความเร็ว และ

ความเร่งของการเคลื่อนที่ของวัตถุนี้ เมื่อเวลา 1t  

10. จงหาค่าเชิงอนุพันธ์ต่อไปนี้ 
10.1 (sin )xd e  10.2 (ln(1 2 ))d x  

10.3 21d x  10.4 (arcsin2 )d x  

11. จงใช้ค่าเชิงอนุพันธ์หาค่าโดยประมาณของ 

10.1 101  10.2 3 65  

10.3 5(1.98)  10.4 3(21.03)  

12. กำหนด 1 0.01745  เรเดียน จงใช้ค่าเชิงอนุพันธ์ปหาค่าโดยประมาณของ 
11.1 sin29  11.2 cos61  

13. ในการคำนวณปริมาตรทรงกลมโดยทำการวัดรัศมีของทรงกลม ถ้าปริมาตรที่คำนวณได้มีความ
คลาดเคลื่อนไม่เกิน 2 ลูกบาศก์เซนติเมตร และรัศมีที่วัดได้มีความคลาดเคลื่อนไม่เกิน 0.01 

เซนติเมตร จงหาความยาวของรัศมีที่มากที่สุดที่ได้จากการวัดข้างต้น และคำนวณหาความ
คลาดเคลื่อนสัมพัทธ์ 
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5 บทท่ี 5 

ปริพันธไ์ม่จำกัดเขต 

ปริพันธ์ของฟังก์ชันเป็นการดำเนินการที่ตรงข้ามกับการหาอนุพันธ์ กล่าวคือ อนุพันธ์เป็นการ
หาอัตราการเปลี ่ยนแปลงของฟังก์ชัน ณ จุดใดจุดหนึ ่ง ในขณะที ่ปริพันธ์จะเป็นการรวมการ
เปลี่ยนแปลงเล็กๆ น้อยๆ ที่เกิดขึ้นเข้าด้วยกัน เพ่ือหาปริมาณรวมทั้งหมด 

ปริพันธ์ของฟังก์ชันสามารถแบ่งออกได้เป็น 2 ประเภท คือ 

1. ปริพันธ์ไม่จำกัดเขต (indefinite integral) เป็นการหาฟังก์ชันก่อนที่จะฟังก์ชันนั้น

จะถูกหาอนุพันธ์ เช่น ถ้ามีฟังก์ชันที ่ถูกหาอนุพันธ์ ( ) 2 1f x x  หากผู ้เร ียน

ต้องการทราบว่า ( )f x  เป็นฟังก์ชันหน้าตาอย่างไร จะสามารถหาได้โดยการหาปริพันธ์ 

ซ่ึงการหาปริพันธ์ไม่จำกัดเขต จะได้ฟังก์ชันอยู่ในรูปของตัวแปรอิสระ 
2. ปริพันธ์จำกัดเขต (definite integral) เป็นการหาค่าปริพันธ์ในช่วงหรือขอบเขตที่

กำหนด โดยอาจกล่าวในอีกทำนองนึงได้ว่า การหาปริพันธ์จำกัดเขตคือการหาพื้นที่ใต้
เส้นโค้งหรือฟังก์ชันที่พิจารณา โดยที่ค่าของปริพันธ์จำกัดเขตจะอยู่ในรูปตัวเลข 

ในบทนี้จะกล่าวถึงปริพันธ์ไม่จำกัดเขต รวมถึงสูตรต่าง ๆ ที่ใช้ในการหาปริพันธ์ 
 

5.1 ปฏิยานุพันธ์ (Antiderivative) 

ในการหาฟังก์ชันดั้งเดิมหรือฟังก์ชันก่อนที่ฟังก์ชันนั้นจะถูกหาอนุพันธ์ จะนิยามปฏิยานุพนัธ์
ดังนี้ 
 

บทนิยาม 5.1 ฟังก์ชัน F  จะเรียกว่าเป็นปฏิยานุพันธ์ (antiderivative) ของฟังก์ชัน f  บน

ช่วงเปิดใด ๆ ถ้า ( ) ( )F x f x  สำหรับทุก x  ที่อยู่ภายในช่วงเปิดนั้น ๆ 

 

บทนิยาม 5.2 ถ้า ( )F x  เป็นปฏิยานุพันธ์ของ ( )f x  และ c  เป็นค่าคงตัวใด ๆ แล้ว ( )F x c

เป็นปฏิยานุพันธ์ของ ( )f x  

 

จากบทนิยาม 5.1 และบทนิยาม 5.2 จะนิยามปริพันธ์ไม่จำกัดเขตดังนี้ 
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บทนิยาม 5.3 กำหนดให้ F  เป็นปฏิยานุพันธ์ของฟังก์ชัน f  บนช่วงเปิดใด ๆ ปริพันธ์ไม่จำกัด

เขต (indefinite integral) ของฟังก์ชัน f เทียบตัวแปร x นิยามโดย 

  ( ) ( )f x dx F x c  

เมื่อ c  เป็นค่าคงตัวใด ๆ 
 

จากบทนิยาม 5.3 อาจกล่าวในอีกทำนองหนึ่งได้ว่า 

  ( ) ( )f x dx F x c    ก็ต่อเมื่อ   ( ) ( )F x f x  

 

หมายเหตุ 1. สัญลักษณ์  เรียกว่า เครื่องหมายปริพันธ์ (integral sign) 

 2. เรียก ( )f x  ว่าปริพัทธ์ (integrand) หรือ ตัวถูกหาปริพันธ์ 

 3. เรียก x  ว่าตัวแปร (variable) ของการหาปริพันธ์ 

 4. เรียก c  ว่าค่าคงตัว (constant) ของปริพันธ์ 

 5. ในบางครั้ง อาจเขียน dx  ผสมกับฟังก์ชันที่ถูกหาปริพันธ์ เช่น 

  1dx   สามารถเขียนในรูป dx  

  
3

1
dx

x
 สามารถเขียนในรูป 

3

dx

x
 

 6. จากปริพันธ์จำกัดเขต อาจจะกล่าวว่า 

  ( ) ( )
d

f x dx f x
dx

 

 

เนื่องจาก ( ) ( )f x dx F x c  ก็ต่อเมื่อ ( ) ( )F x f x  จะเห็นได้ว่ารูปแบบของ

ปริพันธ์ สามารถเทียบกับรูปแบบของการหาอนุพันธ์ได้ ดังนั้น จึงได้สูตรการหาปริพันธ์ที่เกิดจาก
รูปแบบของการหาอนุพันธ์ ซึ่งเป็นสูตรพื้นฐานดังต่อไปนี้ 
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รูปแบบอนุพันธ์ รูปแบบปริพันธ์ 

1. ( ) 0
d
c

dx
 0dx c  

2. ( ) 1
d
x

dx
 dx x c  

3. 
1

, ( 1)
1

n
nd x
x n

dx n
 

1

, ( 1)
1

n
n x
x dx c n

n
 

4. 
1

ln | |
d

x
dx x

 
1

ln | |dx x c
x

 

5. , ( 0, 1)
ln

x
xd a
a a a

dx a
 , ( 0, 1)

ln

x
x a
a dx c a a

a
 

6. ( )x xd
e e

dx
 

x xe dx e c  

7. (sin ) cos
d

x x
dx

 cos sinx dx x c  

8. (cos ) sin
d

x x
dx

 sin cosx dx x c  

9. 2(tan ) sec
d

x x
dx

 
2sec tanx dx x c  

10. 2(cot ) cosec
d

x x
dx

 
2cosec cotx dx x c  

11. (sec ) sec tan
d

x x x
dx

 sec tan secx x dx x c  

12. (cosec ) cosec cot
d

x x x
dx

 cosec cot cosecx x dx x c  

13. 
2 2

1 1
arctan

d x

dx a a x a
 

2 2

1
arctan

dx x
c

a ax a
 

14. 
2 2

1
arcsin

d x

dx a a x
 

2 2
arcsin

dx x
c

aa x
 

15. 
2 2

1 1
arcsec

d x

dx a a x x a
 

2 2

1
arcsec

dx x
c

a ax x a
 

 



168 | บทที่ 5 ปริพันธ์ไม่จำกัดเขต  2-212-103 แคลคูลัส 1 

สมบัติพ้ืนฐานของการหาปริพันธ์ไม่จำกัดเขต เป็นตามทฤษฎีบท 5.1 

 

ทฤษฎีบท 5.1 ให้ f  และ g  เป็นฟังก์ชันของตัวแปร x  และ a  เป็นค่าคงตัวใด ๆ 

1. ( ) ( )af x dx a f x dx  

2. ( ) ( ) ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx  

3. ( ) ( ) ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx  

 

หมายเหตุ 1. ในกรณีที่มีฟังก์ชันมากกว่า 2 ฟังก์ชัน ทฤษฎีบท 5.1 ข้อ 2 และ 3 ยังคงเป็นจริง 

 2. เพื่อความสะดวก อาจกำหนดให้ ( )u f x  และ ( )v g x  ดังนั้น ทฤษฎีบท 

5.1 สามารถเขียนในรูป 

  audx a udx    และ   ( )u v dx udx vdx  

 

ตัวอย่าง 5.1 จงหาค่าของ 2( 2 3)x x dx  

วิธีทำ   2( 2 3)x x dx  2 2 3x dx x dx dx  

   2 2 3x dx x dx dx  

   
3 2

1 2 3
2 3( )

3 2

x x
c c x c  

   
3

2

1 2 3
2 3 3

3

x
c x c x c  

   
3

2

1 2 3
3 ( 2 3 )

3

x
x x c c c  

   
3

2 3
3

x
x x c  เมื่อ 

1 2 3
2 3c c c c ◼ 

 

ข้อสังเกต  ในการหาปริพันธ์ของฟังก์ชัน ทุกครั้งจะเกิดค่าคงตัว c  ของการหาปริพันธ์เสมอ 
เมื่อนำค่าคงตัวที่เกิดจากการหาปริพันธ์แต่ละพจน์มารวมกัน ก็ยังคงเป็นค่าคงตัว
เช่นเดิม ดังนั้น ในการหาปริพันธ์ จะละการเขียนค่าคงตัวหลาย ๆ ตัวที่เกิดจาก
การหาปริพันธ์ โดยจะเขียนค่าคงตัวเพียงตัวเดียวเท่านั้น ดังตัวอย่างต่อไปนี้ 

สูตร ( )u v dx  

สูตร  

สูตร nx dx  

สูตร x dx  

สูตร dx  
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ตัวอย่าง 5.2 จงหาค่าของ 3

2

3
4 2x x dx

x
 

วิธีทำ  3

2

3
4 2x x dx

x
 3 1/2 2(4 2 3 )x x x dx  

   3 1/2 24 2 3x dx x dx x dx  

   3 1/2 24 2 3x dx x dx x dx  

   
4 3/2 1

4 2 3
4 3 / 2 1

x x x
c  

   4 3/2 14
3

3
x x x c  

   4 3/24 3

3
x x c

x
 ◼ 

 

ข้อสังเกต  เพื่อความสะดวกในการหาปริพันธ์ ผู้เรียนสามารถที่จะทำการหาปริพันธ์ โดยไม่
จำเป็นต้องดึงค่าคงตัวออกนอกปริพันธ์ หรือแยกปริพันธ์ออกเป็นฟังก์ชันหลาย ๆ 
พจน์ โดยทำการหาปริพันธ์ในครั ้งเดียว หากฟังก์ชันที ่ต ้องการหาปริพันธ์
สอดคล้องกับสูตร ดังตัวอย่างต่อไปนี้ 

 

ตัวอย่าง 5.3 จงหาค่าของ 3 1 3(2 4 )x x x dx  

วิธีทำ  3 1 3(2 4 )x x x dx
4 22 4
ln | |

4 2

x x
x c  

   
4

2

2
ln | |

2

x
x c

x
 ◼ 

 

ตัวอย่าง 5.4 จงหาค่าของ 2( 1)( 2 3)x x x dx  

วิธีทำ 2( 1)( 2 3)x x x dx  3 2( 3 5 3)x x x dx  

   
4 3 23 5

3
4 3 2

x x x
x c  

   
4 2

3 5
3

4 2

x x
x x c  ◼ 

สูตร nx dx  

สูตร ( )u v dx  

สูตร au dx  

สูตร nx dx  

สูตร nx dx  

สูตร 1
dx
x
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ตัวอย่าง 5.5 จงหาค่าของ 
24 3 2x x

dx
x

 

วิธีทำ   
24 3 2x x

dx
x

 
2

4 3x dx
x

 

   
24
3 2 ln | |

2

x
x x c  

   22 3 2 ln | |x x x c  ◼ 

 

ตัวอย่าง 5.6 จงหาค่าของ (3 2 5 )x xe dx  

วิธีทำ   (3 2 5 )x xe dx  
2 5

3
ln 5

x
xe c  ◼ 

 

 

ตัวอย่าง 5.7 จงหาค่าของ 2 sin 3 cosec

tan

x x
dx

x
 

วิธีทำ    2 sin 3 cosec

tan

x x
dx

x
 

2 sin 3cosec

tan tan

x x
dx

x x
 

   (2sin cot 3cosec cot )x x x x dx  

   
cos

2 sin 3cosec cot
sin

x
x x x dx

x
 

   (2cos 3cosec cot )x x x dx  

   2sin 3cosecx x c  ◼ 

 

ตัวอย่าง 5.8 จงหาค่าของ 
2

3

9
dx

x
 

วิธีทำ   
2

3

9
dx

x
 

2 2

3

3
dx

x
 

   
3
arctan
3 3

x
c  

   arctan
3

x
c  ◼ 

สูตร 1
dx
x

 

สูตร xe dx  สูตร xa dx  

สูตร cosx dx  

สูตร cosec cotx x dx  

สูตร 
2 2

dx

x a
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ตัวอย่าง 5.9 จงหาค่าของ 
2

2

4
dx

x
 

วิธีทำ   
2

2

4
dx

x
 

2 2

2

2
dx

x
 

   2arcsin
2

x
c  ◼ 

 

5.2 การหาปริพันธ์โดยการแทนค่าตัวแปร (Integration by substitution) 

ในการหาปริพันธ์ของฟังก์ชัน จะพบว่าฟังก์ชันบางประเภท ไม่สามารถใช้สูตรได้โดยตรง เช่น 
( ) sin( )xf x e  ดังนั้นผู้เรียนจะต้องมองฟังก์ชันที่ซับซ้อนในรูปของฟังก์ชันประกอบ ( ( ))f g x  

โดยที่ฟังก์ชันด้านนอกคือ ( ) sinf x x  และฟังก์ชันด้านในคือ ( ) xg x e  แล้วใช้กฎลูกโซ่เข้ามา

ช่วยในการหาอนุพันธ์ดังนี้ 
ให้ F  เป็นปฎิยานุพันธ์ของ f  และ g  เป็นฟังก์ชันที่หาอนุพันธ์ได้ จากกฎลูกโซ่ 

 [ ( ( ))]
d
F g x

dx
 ( ( )) ( )F g x g x  

ดังนั้น ( ( )) ( )F g x g x dx  ( ( ))F g x c  

เนื่องจาก F  เป็นปฎิยานุพันธ์ของ f  ดังนั้น 

 ( ( )) ( )f g x g x dx  ( ( ))F g x c  

ให้ ( )u g x  ดังนั้นค่าเชิงอนุพันธ์ ( )du g x dx  จะได้ว่า 

 ( )f u du  ( )F u c  

โดยมีขั้นตอนในการหาปริพันธ์ดังนี้ 
 

ขั้นตอนในการหาปริพันธ์โดยใช้การแทนค่าตัวแปร 
1. ให้ ( )u g x  และ ( )du g x dx  ดังนั้น 

  ( ( )) ( ) ( )f g x g x dx f u du  

2. ทำการหาปริพันธ์เทียบตัวแปร u  

3. หลังจากหาปริพันธ์เรียบร้อยแล้ว แทนค่า ( )u g x  

  

สูตร 
2 2

dx

a x
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เมื่อประยุกตห์ลักการหาปริพันธ์โดยใช้การแทนค่าตัวแปรเข้าไปในสูตรการหาปริพันธ์พ้ืนฐาน 

โดยการกำหนดให้ u  เป็นฟังก์ชันของตัวแปรอิสระ x  โดยที่ a  และ c  เป็นค่าคงตัว จะได้สูตรการ

หาปริพันธ์ใหม่ที่เทียบตัวแปร u  ดังนี้ 
 

สูตรปริพันธ์ของฟังก์ชันเทียบตัวแปร x สูตรปริพันธ์ในรูปฟังก์ชันเทียบตัวแปร u 

1. dx x c  du u c  

2. 
1

, ( 1)
1

n
n x
x dx c n

n
 

1

, ( 1)
1

n
n u
u du c n

n
 

3. 
1

ln | |dx x c
x

 
1

ln | |du u c
u

 

4. , ( 0, 1)
ln

x
x a
a dx c a a

a
 , ( 0, 1)

ln

u
u a
a du c a a

a
 

5. x xe dx e c  u ue du e c  

6. cos sinx dx x c  cos sinudu u c  

7. sin cosx dx x c  sin cosudu u c  

8. 2sec tanx dx x c  2sec tanudx u c  

9. 2cosec cotx dx x c  2cosec cotudx u c  

10. sec tan secx x dx x c  sec tan secu udx u c  

11. cosec cot cosecx x dx x c  cosec cot cosecu udx u c  

12. 
2 2

1
arctan

dx x
c

a ax a
 

2 2

1
arctan

du u
c

a au a
 

13. 
2 2

arcsin
dx x

c
aa x

 
2 2

arcsin
du u

c
aa u

 

14. 
2 2

1
arcsec

dx x
c

a ax x a
 

2 2

1
arcsec

du u
c

a au u a
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จากสูตรพื้นฐานข้างต้น ในการหาปริพันธ์ของฟังก์ชันตรีโกณมิติ จะเห็นว่ายังขาดสูตรบาง
สูตรไป เพ่ือให้สามารถหาปริพันธ์ของฟังก์ชันตรีโกณมิติได้ครบทุกฟังก์ชัน จะทำการพิสูจน์สูตรโดยนำ
หลักการหาปริพันธ์โดยใช้การแทนค่าตัวแปรเข้ามาช่วยในการพิสูจน์ เพ่ือให้ได้สูตรทีน่ำมาใช้ในการหา
ปริพันธ์ของฟังก์ชันตรีโกณมิติได้ครอบคลุมยิ่งข้ึนดังนี้ 
 

สูตรปริพันธ์ของฟังก์ชันเทียบตัวแปร x สูตรปริพันธ์ในรูปฟังก์ชันเทียบตัวแปร u 

1. tan ln | sec |x dx x c  tan ln | sec |udx u c  

2. cot ln | sin |x dx x c  cot ln | sin |udx u c  

3. sec ln | sec tan |x dx x x c  sec ln | sec tan |udx u u c  

4. cosec ln | cosec cot |x dx x x

c

 cosec ln | cosec cot |udu u u

c

 

พิสูจน์ ดูภาคผนวก  ◼ 
 

ตัวอย่าง 5.10 จงหาค่าของ 2 10( 1)x x dx  

วิธีทำ ให้ 2 1u x    จะได้ du  2x dx  

  
2

du
 x dx  

ดังนั้น 2 10( 1)x x dx  2 11( 1) ( )x x dx  

   10

2

du
u  

   101

2
u du  

   
111

2 11

u
c  

   
11

22

u
c  

   
2 11( 1)

22

x
c  ◼ 

  

แทน 2 1u x  

สูตร nu du  
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ตัวอย่าง 5.11 จงหาค่าของ 3 2x dx  

วิธีทำ ให้ 3 2u x    จะได้ du  3dx  

  
3

du
 dx  

ดังนั้น 3 2x dx  1/2(3 2)x dx  

   1/2

3

du
u  

   1/21

3
u du  

   
3/21

3 3 / 2

u
c  

   3/22

9
u c  

   3/22
(3 2)
9
x c  ◼ 

 

ข้อสังเกต  จากตัวอย่างข้างต้น จะทำการแทนค่า u  เพื่อให้สอดคล้องกับสูตรที่ใช้ในการหา

ปริพันธ์ และหลังจากหาปริพันธ์แล้ว จึงทำการแทนค่า u  ย้อนกลับ ผู้เรียน

สามารถทำการหาปริพันธ์ได้อีกวิธีโดยพิจารณาการจัดรูป du  ให้อยู่ในรูปค่าเชิง

อนุพันธ์ของตัวแปรอิสระ x  แล้วจึงทำการหาปริพันธ์ตามสูตรได้ในทำนอง
เดียวกัน ดังตัวอย่างต่อไปนี้ 

 

ตัวอย่าง 5.12 จงหาค่าของ 
2 3

3

( 6 4)

x
dx

x x
 

วิธีทำ ให้ 2 6 4u x x    จะได้ 2( 6 4)d x x  (2 6)x dx  

   2( 3)x dx  

  21
( 6 4)

2
d x x  ( 3)x dx  

ดังนั้น 
2 3

3

( 6 4)

x
dx

x x
 2 3( 6 4) ( 3)x x x dx  

สูตร nu du  

แทน 3 2u x  



2-212-103 แคลคูลัส 1  บทที่ 5 ปริพันธ์ไม่จำกัดเขต | 175 

  
2 3

3

( 6 4)

x
dx

x x
 2 3 21

( 6 4) ( 6 4)
2

x x d x x  

   2 3 21
( 6 4) ( 6 4)

2
x x d x x  

   
2 21 ( 6 4)

2 2

x x
c  

   2 21
( 6 4)
4
x x c  

   
2 2

1

4( 6 4)
c

x x
 ◼ 

 

ตัวอย่าง 5.13 จงหาค่าของ 
22 3 1

2

x x
dx

x
 

วิธีทำ ทำการหารพหุนาม 
22 3 1

2

x x

x
 ดังนี้ 

  2

2

2 1

2 2 3 1

2 4

1

2

3

x

x x x

x x

x

x

 

ดังนั้น 
22 3 1

2

x x

x
 3

2 1
2

x
x

 

นั่นคือ 
22 3 1

2

x x
dx

x
 

3
2 1

2
x dx

x
 

ให้ 2u x    จะได้ ( 2)d x  dx  

ดังนั้น 3
2 1

2
x dx

x
 

3
(2 1)

2
x dx dx

x
 

   
1

(2 1) 3 ( 2)
2

x dx d x
x

 

   
22

3 ln 2
2

x
x x c  

   2 3 ln 2x x x c  ◼ 

สูตร nu du  

สูตร 1
du
u
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ตัวอย่าง 5.14 จงหาค่าของ 
2

2

5

x
dx

x
 

วิธีทำ ให้ 2 6 4u x x    จะได้ 2( 5)d x  2x dx  

ดังนั้น 
2

2

5

x
dx

x
 

2

1
(2 )
5
x dx

x
 

   2

2

1
( 5)

5
d x

x
 

   2ln 5x c  ◼ 

 

ตัวอย่าง 5.15 จงหาค่าของ 2 13 7xx dx  

วิธีทำ ให้ 2 1u x    จะได้ 2( 1)d x  2x dx  

  21
( 1)

2
d x  x dx  

ดังนั้น 2 13 7xx dx  
2 13 7 ( )x x dx  

   
2 1 21

3 7 ( 1)
2

x d x  

   
2 1 23
7 ( 1)

2
x d x  

   
2 13 7

2 ln7

x

c  ◼ 

 

ตัวอย่าง 5.16 จงหาค่าของ 32 xx e dx  

วิธีทำ ให้ 3u x    จะได้ 3( )d x  23x dx  

  31
( )

3
d x  2x dx  

ดังนั้น 32 xx e dx  
3 2( )xe x dx  

   
3 31

( )
3

xe d x  

   
3 31
( )

3
xe d x  

สูตร 1
du
u

 

สูตร ua du  

สูตร ue du  
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32 xx e dx  

31

3
xe c  ◼ 

 

ตัวอย่าง 5.17 จงหาค่าของ 2sin(1 3 )x x dx  

วิธีทำ ให้ 21 3u x    จะได้ 2(1 3 )d x  6x dx  

  21
(1 3 )

6
d x  x dx  

ดังนั้น 2sin(1 3 )x x dx  2sin(1 3 )( )x x dx  

   2 21
sin(1 3 ) (1 )

6
x d x  

   2 21
sin(1 3 ) (1 )

6
x d x  

   21
( cos(1 3 ))
6

x c  

   21
cos(1 3 )
6

x c  ◼ 

 

ตัวอย่าง 5.18 จงหาค่าของ cos( )x xe e dx  

วิธีทำ ให้ xu e    จะได้ ( )xd e  xe dx  

ดังนั้น cos( )x xe e dx  cos( )( )x xe e dx  

   cos( ) ( )x xe d e  

   sin( )xe c  ◼ 

 

ตัวอย่าง 5.19 จงหาค่าของ 2cos sec (sin )x x dx  

วิธีทำ ให้ sinu x    จะได้ (sin )d x  cosx dx  

ดังนั้น 2cos sec (sin )x x dx  2sec (sin )(cos )x x dx  

   2sec (sin ) (sin )x d x  

   tan(sin )x c  ◼ 

สูตร sinudu  

สูตร 2sec udu  

สูตร cosudu  
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ตัวอย่าง 5.20 จงหาค่าของ 3 2 3cosec ( )x xe e dx  

วิธีทำ ให้ 3xu e    จะได้ 3( )xd e  33 xe dx  

  31
( )

3
xd e  3xe dx  

ดังนั้น 3 2 3cosec ( )x xe e dx  2 3 3cosec ( )( )x xe e dx  

   2 3 31
cosec ( ) ( )

3
x xe d e  

   2 3 31
cosec ( ) ( )

3
x xe d e  

   31
cot( )
3

xe c  ◼ 

 

ตัวอย่าง 5.21 จงหาค่าของ sec( )tan( )x x
dx

x
 

วิธีทำ ให้ u x    จะได้ ( )d x  
1

2
dx
x

 

  2 ( )d x  
1
dx
x

 

ดังนั้น sec( )tan( )x x
dx

x
 

1
sec( )tan( )x x dx

x
 

   sec( )tan( ) 2 ( )x x d x  

   2 sec( )tan( ) ( )x x d x  

   2sec( )x c  ◼ 

 

ตัวอย่าง 5.22 จงหาค่าของ 5 cosec(5 )cot(5 )x x x dx  

วิธีทำ ให้ 5xu    จะได้ (5 )xd  5 ln 5x dx  

  
1
(5 )

ln 5
xd  5x dx  

ดังนั้น 5 cosec(5 )cot(5 )x x x dx  cosec(5 )cot(5 )(5 )x x x dx  

สูตร 2cosec udu  

สูตร sec tanu udu  
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  5 cosec(5 )cot(5 )x x x dx  
1

cosec(5 )cot(5 ) (5 )
ln 5

x x xd  

   
1

cosec(5 )cot(5 ) (5 )
ln 5

x x xd  

   
1
cosec(5 )

ln 5
x c  ◼ 

 

ตัวอย่าง 5.23 จงหาค่าของ tan(ln )x
dx

x
 

วิธีทำ ให้ 1
ln ln

2
u x x    จะได้ (ln )d x  

1

2
dx
x

 

  2 (ln )d x  
1
dx
x

 

ดังนั้น tan(ln )x
dx

x
 

1
tan(ln )x dx

x
 

   tan(ln ) 2 (ln )x d x  

   2 tan(ln ) (ln )x d x  

   2 ln sec(ln )x c  ◼ 

 

ตัวอย่าง 5.24 จงหาค่าของ 2sec 4 cot(tan4 )x x dx  

วิธีทำ ให้ tan4u x    จะได้ (tan 4 )d x  24 sec 4x dx  

  
1
(tan 4 )

4
d x  2sec 4x dx  

ดังนั้น 2sec 4 cot(tan4 )x x dx  2cot(tan4 )(sec 4 )x x dx  

   
1

cot(tan 4 ) (tan 4 )
4

x d x  

   
1
cot(tan 4 ) (tan 4 )

4
x d x  

   
1
ln sin(tan 4 )
4

x c  ◼ 

 

สูตร cosec cotu udu  

สูตร tanu du  

สูตร cotudu  
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ตัวอย่าง 5.25 จงหาค่าของ 2 2sec(1 )x xe e dx  

วิธีทำ ให้ 21 xu e    จะได้ 2(1 )xd e  22 xe dx  

  21
(1 )

2
xd e  2xe dx  

ดังนั้น 2 2sec(1 )x xe e dx  2 2sec(1 )( )x xe e dx  

   2 21
sec(1 ) (1 )

2
x xe d e  

   2 21
sec(1 ) (1 )

2
x xe d e  

   2 21
ln sec(1 ) tan(1 )
2

x xe e c  ◼ 

 

ตัวอย่าง 5.26 จงหาค่าของ cot cosec(ln(sin ))x x dx  

วิธีทำ ให้ ln(sin )u x    จะได้ (ln(sin ))d x  
cos

sin

x
dx
x

 

   cotx dx  

ดังนั้น cot cosec(ln(sin ))x x dx  cosec(ln(sin ))(cot )x x dx  

   cosec(ln(sin )) (ln(sin ))x d x  

   ln cosec(ln(sin )) cot(ln(sin ))x x c  ◼ 

 

ตัวอย่าง 5.27 จงหาค่าของ 
2

1

4 9
dx

x
 

วิธีทำ ให้ 2u x    จะได้ (2 )d x  2dx  

  
1
(2 )

2
d x  dx  

ดังนั้น 
2

1

4 9
dx

x
 

2 2

1 1
(2 )

2(2 ) 3
d x

x
 

   
2 2

1 (2 )

2 (2 ) 3

d x

x
 

สูตร secudu  

สูตร cosecu du  

สูตร 
2 2

du

u a
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2

1

4 9
dx

x
 

1 1 2
arctan

2 3 3

x
c  

   
1 2
arctan
6 3

x
c  ◼ 

 

ตัวอย่าง 5.28 จงหาค่าของ 
2

1

6 16
dx

x x
 

วิธีทำ พิจารณา 2 6 9x x  2 2 2( 6 3 ) 3 16x x  

   2( 3) 9 16x  

   2( 3) 7x  

   2 2( 3) ( 7)x  

ให้ 3u x    จะได้ ( 3)d x  dx  

ดังนั้น 
2

1

6 16
dx

x x
 

2 2

( 3)

( 3) ( 7)

d x

x
 

   
1 3
arctan
7 7

x
c  ◼ 

 

ตัวอย่าง 5.29 จงหาค่าของ 
425

x
dx

x
 

วิธีทำ ให้ 2u x    จะได้ 2( )d x  2x dx  

  21
( )

2
d x  x dx  

ดังนั้น 
425

x
dx

x
 

2 2 2

1
( )

5 ( )
x dx

x
 

   2

2 2 2

1 1
( )

25 ( )
d x

x
 

   
2

2 2 2

1 ( )

2 5 ( )

d x

x
 

   
21

arcsin
2 5

x
c  ◼ 

สูตร 
2 2

du

u a
 

สูตร 
2 2

du

a x
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ตัวอย่าง 5.30 จงหาค่าของ 
2

4

9 4
dx

x x
 

วิธีทำ ให้ 3u x    จะได้ (3 )d x  3dx  

  
1
(3 )

3
d x  dx  

ดังนั้น 
2

4

9 4
dx

x x
 

2 2

1 1
4 (3 )

3(3 ) 2
d x

x x
 

   
2 2

(3 )
4
3 (3 ) 2

d x

x x
 

   
1 3

4 arcsec
2 2

x
c  

   
3

2arcsec
2

x
c  ◼ 

 

นอกจากนี้ ผู้เรียนยังนำการหาปริพันธ์โดยการแทนค่าตัวแปร u  ไปใช้ในการหาปริพันธ์ของ
ฟังก์ชันที่ซับซ้อนได้ โดยจัดรูปของฟังก์ชันให้สอดคล้องกับสูตรการหาปริพันธ์ แสดงได้ดังตัวอย่าง
ต่อไปนี้ 
 

ตัวอย่าง 5.31 จงหาค่าของ 3 2x x dx  

วิธีทำ ให้ 3 2u x    จะได้ 1
( 2)
3

x u    และ du  3dx  

  
1

3
du  dx  

ดังนั้น 3 2x x dx  1/21 1
( 2)
3 3
u u du  

   1/21
( 2)

9
u u du  

   3/2 1/21
( 2 )

9
u u du  

   
5/2 3/21 2

9 5 / 2 3 / 2

u u
c  

สูตร 
2 2

du

u x a
 

สูตร nu du  
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  3 2x x dx  5/2 3/22 4

45 27
u u c  

   5/2 3/22 4
(3 2) (3 2)

45 27
x x c  ◼ 

 

ตัวอย่าง 5.32 จงหาค่าของ 
2 2 5

x
dx

x x
 

วิธีทำ พิจารณา 2 2 5x x  2 2 2( 2 1 ) 1 5x x  

   2( 1) 1 5x  

   2( 1) 4x  

ให้ 1u x    จะได้ 1x u    และ   du  dx  

ดังนั้น 
2 2 5

x
dx

x x
 

2

1

4

u
du

u
 

   
2 2

1

4 4

u
du du

u u
 

ให้ 2 4v u    จะได้ 2( 4)d u  2udu  

  21
( 4)

2
d u  udu  

ดังนั้น 

 
2 2

1

4 4

u
du du

u u
 

2 2 2

1
( )
4 2

du
udu

u u
 

   2

2 2 2

1 1
( 4)

24 2

du
d u

u u
 

   2

2 2 2

1 1
( 4)

2 4 2

du
d u

u u
 

   21 1
ln 4 arctan
2 2 2

u
u c  

   21 1 1
ln ( 1) 4 arctan
2 2 2

x
x c  ◼ 

  

สูตร 1
du
u

 

สูตร 
2 2

du

u a
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สรุปเนื้อหาในบทที่ 5 

ปริพันธ์ของฟังก์ชันเป็นการดำเนินการที่ตรงข้ามกับการหาอนุพันธ์ กล่าวคือ อนุพันธ์เป็นการ
หาอัตราการเปลี ่ยนแปลงของฟังก์ชัน ณ จุดใดจุดหนึ ่ง ในขณะที ่ปริพันธ์จะเป็นการรวมการ
เปลี่ยนแปลงเล็กๆ น้อยๆ ที่เกิดขึ้นเข้าด้วยกัน เพื่อหาปริมาณรวมทั้งหมด ในบทนี้จะกล่าวถึงปริพันธ์
จำกัดเขต ซึ่งเป็นการหาฟังก์ชันเริ่มต้นก่อนที่จะฟังก์ชันนั้นจะถูกหาอนุพันธ์ 

สูตรในการหาปริพันธ์ของฟังก์ชันสามารถเทียบกับรูปแบบของการหาอนุพันธ์ได้ ดังนั้นเมื่อ
ทำการเทียบแล้วจะได้สูตรการหาปริพันธ์ที่เกิดจากรูปแบบของการหาอนุพันธ์ ซึ่งเป็นสูตรพ้ืนฐาน 

ในการหาปริพันธ์ของฟังก์ชันที่ซับซ้อน ซึ่งไม่สามารถใช้สูตรพื้นฐานที่เกิดจากการเทียบกับ
รูปแบบของการหาอนุพันธ์ได้โดยตรง จะทำการพิจารณาฟังก์ชันที่ซับซ้อนในรูปของฟังก์ชันประกอบ 
โดยพิจารณาในรูปฟังก์ชันภายนอกและฟังก์ชันภายใน หรือการหาค่าปริพันธ์ของฟังก์ชันโดยการแทน

ค่าตัวแปร u  ซึ่งทำให้สูตรพื้นฐานขยายไปเป็นรูปแบบที่ซับซ้อน และยังช่วยในการหาปริพันธ์ได้ดี
ยิ่งขึ้น 
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แบบฝึกหัดท้ายบทที่ 5 

จงหาค่าปริพันธ์ของฟังก์ชันต่อไปนี้ 
1. 2( 3 5)x x dx  2. 2( 3)x x dx  

3. 2 32 ( 12)x x dx  4. 2 3( 1) 3x x x dx  

5. 
4

3

(3 1)

dx

x
 6. 7 4x dx  

7. 2 3(7 5 )x x dx  8. 
1 cos 3

cosec3

x
dx

x
 

9. 2 3 5sin cos (sin 4) d  

10. 
5 3

dx

x
 11. 

2

31 4

x dx

x
 

12. 
2

3

(3 2)

2 7

x dx

x x
 13. 

1 3

x

x

e dx

e
 

14. 
( 1)ln( 1)

dx

x x
 15. 

1 ln

ln

x
dx

x x
 

16. 
ln

dx

x x
 17. 

2

sin 4

1 sin 2

x
dx
x

 

18. 
2(1 )arctan

dx

x x
 19. 38 x dx  

20. 4 3xe dx  21. 
23 1xxe dx  

22. 
24 4(2 1) 3 x xx dx  23. 

2 1

2 1

xe
dx

x
  

24. 
2 ln(2 1)

2 1

xe
dx

x
 25. (4 4 )x x dx  

26. 
2sinsin2 xx e dx  27. 

arcsin

21

xe
dx

x
 

28. 3 4sin(4 7)x x dx  29. 2 2secx xe e dx  
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30. 
2

1
cot
x
dx

x
 31. 2 2( 1)sec ( 2 3)x x x dx  

32. 2 2sec tanx x x dx  33. 
2

cos(tan )

cos
d  

34. cos tan(sin )x x xe e e dx  35. 
sin(ln )x

dx
x

 

36. 
sec(3 )

2

x
dx

x
 37. 

24 25

dx

x
 

38. 
29 (2 3)

dx

x
 39. 

216 1

dx

x x
 

40. 
24

dx

x x
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6 บทท่ี 6 

เทคนิคการหาปริพันธ ์

ในบทที่ผ่านมา ถึงแม้จะมีสูตรในการหาปริพันธ์ของฟังก์ชันและมีวิธีการแทนค่าตัวแปร u  

ในฟังก์ชันที่ซับซ้อน แต่ฟังก์ชันบางประเภทที่ซับซ้อนบางฟังก์ชันนั้น ไม่สามารถจัดรูปให้สอดคล้องกับ
สูตรที่ผ่านมาได้ ในบทนี้จะทำการศึกษาเทคนิคการหาปริพันธ์ซ่ึงมีหลากหลายวิธี โดยที่แต่ละวิธีนั้นจะ
มีความเหมาะสมกับฟังก์ชันในรูปแบบที่แตกต่างกันไป ดังนั้นก่อนที่จะศึกษาเทคนิคต่าง ๆ ในบทนี้ 
ผู้เรียนควรมีทักษะในการหาปริพันธ์ของฟังก์ชันโดยใช้สูตรให้มีความชำนาญ ซึ่งจะเป็นพื้นฐานต่อยอด
ไปสู่การศึกษาเทคนิคต่าง ๆ ได้ดียิ่งขึ้น 

 

6.1 การหาปริพันธ์ทีละส่วน (Integration by parts) 

การหาปริพันธ์ทีละส่วน เป็นเทคนิคท่ีใช้ในการหาปริพันธ์ที่อยู่ในรูป 

  ( ) ( )f x g x dx  

โดยมีเงื่อนไขว่า ( )f x  จะต้องเป็นฟังก์ชันที่หาอนุพันธ์ได้ ในขณะที่ ( )g x  จะต้องเป็นฟังก์ชันที่หา

ปริพันธ์ได ้

กำหนดให้ ( )u f x  และ ( )v g x  ต่างเป็นฟังก์ชันที่หาอนุพันธ์ได้ของตัวแปรอิสระ x  

ดังนั้น ค่าเชิงอนุพันธ์ของ uv  คือ 

 ( )d uv  udv vdu  

จัดรูปสมการใหม่ จะได้ 
 udv  ( )d uv vdu  

หาปริพันธ์ทั้งสมการ 
 udv  ( )d uv vdu  

จะได ้

 udv  uv vdu  

เรียกสมการข้างต้นว่า ปริพันธ์ทีละส่วน (integration by parts) 
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เทคนิคการหาปริพันธ์ทีละส่วน เมื่อพิจารณาจากสูตรจะสังเกตว่าฟังก์ชันที่ต้องการหาปริพันธ์
หรือโจทย์จะอยู่ในรูปของ udv  และสิ่งสำคัญของเทคนิคนี้คือคำตอบที่ต้องการจะอยู่ในรูปของ 

vdu  แสดงว่าในส่วนของคำตอบนี้ ผู้เรียนจะต้องอาศัยการหาปริพันธ์โดยใช้สูตรที่ได้เรียนมาก่อน

หน้านี้ หรืออาจจะใช้เทคนิคการหาปริพันธ์อื่น ๆ เข้ามาช่วยเหลือในการหาคำตอบ โดยมีหลักการใน
การหาปริพันธ์ทีละส่วนดังนี้ 
 

หลักการในการหาปริพันธ์ทีละส่วน 

1. แบ่งฟังก์ชันที่ต้องการหาปริพันธ์ออกเป็น 2 ส่วน คือ u  และ dv  โดยมีเงื ่อนไขว่า dv  

จะต้องหาปริพันธ์ได้ (หรือ dv  เป็นฟังก์ชันที่ซับซ้อน) และ dx  อยู่ในรูปของ dv  

2. จาก u  จะทำการหาค่าเชิงอนุพันธ์ du  และจาก dv  จะทำการหาปริพันธ์ dv v  

3. แทนค่า , , ,u v du dv  ลงไปในสมการปริพันธ์ทีละส่วน 

4. ทำการหาปริพันธ์ vdu  (ในบางครั้ง อาจจะต้องใช้ปริพันธ์ทีละส่วนซ้ำ) 

 

แสดงได้ดังตัวอย่างต่อไปนี้ 
 

ตัวอย่าง 6.1 จงหา 2 lnx x dx  

วิธีทำ ให้   lnu x   2dv x dx  

ดังนั้น (ln )du d x   2v x dx  

       
1
dx
x

     
3

3

x
 

จากสูตร udv  uv vdu  

ดังนั้น 2 lnx x dx  
3 3 1

ln
3 3

x x
x dx

x
 

   3 21 1
ln

3 3
x x x dx  

   
3

31 1
ln

3 3 3

x
x x c  

   3 31 1
ln

3 9
x x x c  ◼ 

สูตร nx dx  

สูตร nx dx  
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ตัวอย่าง 6.2 จงหา 
4

logx x dx  

วิธีทำ ให้   
4

logu x   dv x dx  

ดังนั้น 
4

(log )du d x   v x dx  

       
4

1
log edx
x

     
2

2

x
 

จากสูตร udv  uv vdu  

ดังนั้น 
4

logx x dx  
2 2

4 4

1
log log

2 2

x x
x edx

x
 

   2

4 4

1 1
log log

2 2
x x e x dx  

   
2

2

4 4

1 1
log log

2 2 2

x
x x e c  

   2 2

4 4

1 1
log log

2 4
x x x e c  ◼ 

 

ตัวอย่าง 6.3 จงหา xxe dx  

วิธีทำ ให้   u x   xdv e dx  

ดังนั้น du dx   xv e dx  

       xe  

จากสูตร udv  uv vdu  

ดังนั้น xxe dx  x xx e e dx  

   x xxe e c  ◼ 

 

ตัวอย่าง 6.4 จงหา arcsinx dx  

วิธีทำ ให้   arcsinu x   dv dx  

ดังนั้น (arcsin )du d x   v dx  

       
2

1

1
dx

x
     x  

สูตร x dx  

สูตร xe dx  

สูตร x dx  

สูตร xe dx  

สูตร dx  
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จากสูตร udv  uv vdu  

ดังนั้น arcsinx dx  
2

1
arcsin

1
x x x dx

x
 

   2 1/2arcsin (1 ) ( )x x x xdx  

   
2

2 1/2 (1 )
arcsin (1 )

2

d x
x x x  

   2 1/2 21
arcsin (1 ) (1 )

2
x x x d x  

   
2 1/21 (1 )

arcsin
2 1

2

x
x x c  

   2 1/2arcsin (1 )x x x c  

   2arcsin 1x x x c  ◼ 

 
ตัวอย่าง 6.5 จงหา 2 xx e dx  

วิธีทำ ให้   2u x   xdv e dx  

ดังนั้น 2( )du d x   xv e dx  

       2x dx      xe  

จากสูตร udv  uv vdu  

ดังนั้น 2 xx e dx  2 2x xx e e x dx  

   2 2x xx e xe dx  -----(*) 

พิจารณา xxe dx  โดยใช้ปริพันธ์ทีละส่วน 

ให้   u x  xdv e dx  

ดังนั้น du dx   xv e dx  

       xe  

จากสูตร udv  uv vdu  

ดังนั้น xxe dx  x xx e e dx    (นำไปแทนค่าในสมการ *) 

สูตร 2, 1nu du u x  

สูตร xe dx  

สูตร xe dx  

ให้ 21u x  2

2

(1 ) 2

(1 )

2

d x xdx

d x
xdx
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จาก  2 xx e dx  2 2x xx e xe dx  

ดังนั้น 2 xx e dx  2 2x x xx e xe e dx  

   2 2 2x x xx e xe e dx  

   2 2 2x x xx e xe e c  ◼ 

 

ตัวอย่าง 6.6 จงหา 2 sinx x dx  

วิธีทำ ให้   2u x     sindv x dx  

ดังนั้น 2( )du d x     sinv x dx  

       2x dx   cosx  

จากสูตร udv  uv vdu  

ดังนั้น 2 sinx x dx  2( cos ) ( cos ) 2x x x x dx  

   2 cos 2 cosx x x x dx  -----(*) 

พิจารณา cosx x dx  โดยใช้ปริพันธ์ทีละส่วน 

ให้   u x    cosdv x dx  

ดังนั้น du dx     cosv x dx  

    sinx  

จากสูตร udv  uv vdu  

ดังนั้น cosx x dx  sin sinx x x dx   (นำไปแทนค่าในสมการ *) 

จาก  2 sinx x dx  2 cos 2 cosx x x x dx  

ดังนั้น 2 sinx x dx  2 cos 2 sin sinx x x x x dx  

   2 cos 2 sin 2 sinx x x x x dx  

   2 cos 2 sin 2( cos )x x x x x c  

   2 cos 2 sin 2cosx x x x x c  ◼ 

  

สูตร xe dx  

สูตร sin x dx  

สูตร cosx dx  

สูตร sin x dx  
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ตัวอย่าง 6.7 จงหา cos2xe x dx  

วิธีทำ ให้   xu e     cos2dv x dx  

ดังนั้น ( )xdu d e     cos2v x dx  

       xe dx   
(2 )

cos2
2

d x
x  

    
1
sin2
2

x  

จากสูตร udv  uv vdu  

ดังนั้น cos2xe x dx  1 1
sin2 sin2
2 2

x xe x x e dx  

   
1 1
sin2 sin2

2 2
x xe x e x dx  -----(*) 

พิจารณา sin2xe x dx  โดยใช้ปริพันธ์ทีละส่วน 

ให้   xu e    sin2dv x dx  

ดังนั้น ( )xdu d e     sin2v x dx  

       xe dx   
(2 )

sin2
2

d x
x  

    
1
cos2
2

x  

จากสูตร udv  uv vdu  

ดังนั้น sin2xe x dx  1 1
cos2 cos2
2 2

x xe x x e dx  

   
1 1
cos2 cos2

2 2
x xe x e x dx  

       (นำไปแทนค่าในสมการ *) 

จาก  cos2xe x dx  
1 1
sin2 sin2

2 2
x xe x e x dx  

ดังนั้น cos2xe x dx  1 1 1 1
sin2 cos2 cos2

2 2 2 2
x x xe x e x e x dx  

   1 1 1
sin2 cos2 cos2

2 4 4
x x xe x e x e x dx  

ให้ 2 ,u x  (2 ) 2

(2 )

2

d x dx

d x
dx

 

สูตร cos , 2udu u x  

ให้ 2 ,u x  (2 ) 2

(2 )

2

d x dx

d x
dx

 

สูตร sin , 2udu u x  
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นำ 1 cos2
4

xe x dx  บวกตลอดสมการ จะได้ 

     1
1 cos2
4

xe x dx  1 1
sin2 cos2

2 4
x xe x e x  

  
5

cos2
4

xe x dx  
1 1
sin2 cos2

2 4
x xe x e x  

นำ 4
5

 คูณตลอดสมการ จะได้ 

  cos2xe x dx  
4 1 4 1

sin2 cos2
5 2 5 4

x xe x e x  

   
2 1
sin2 cos2

5 5
x xe x e x c  ◼ 

 

จากตัวอย่างข้างต้น ในการหาปริพันธ์ทีละส่วน ผู้เรียนจะต้องเลือก u  และ dv  ที่สอดคล้อง
กับเทคนิคโดยจะอยู่ในรูปผลคูณของฟังก์ชัน 2 ฟังก์ชันทีอ่ยู่ในรูปแบบทีแ่ตกต่างกัน คือ 

L: ฟังก์ชันลอการิทึม 

I: ฟังก์ชันตรีโกณมิติผกผัน 

A: ฟังก์ชันพีชคณิต 

T: ฟังก์ชันตรีโกณมิต ิ

E: ฟังก์ชันเลขชี้กำลัง 

จะเรียกเทคนิคการเลือก u  และ dv  ในการหาปริพันธ์ทีละส่วนนี้ว่า “LIATE” โดยจะให้ u  เป็น

ฟังก์ชันที่อยู่ในรูปแบบฟังก์ชันที่อยู่ลำดับก่อนหน้า (หรือทางซ้ายมือ) และ dv  จะเป็นฟังก์ชันที่อยู่
ลำดับหลัง (หรือทางขวามือ) ของ LIATE สังเกตว่าในการพิจารณาลำดับนี้ “อาจไม่ถูกต้องทุกครั้ง” 

ทั้งนี้ทั้งนั้น ขึ้นอยู่กับรูปแบบของฟังก์ชันที่ใช้เทคนิคนี้ อย่างไรก็ตามการใช้ LIATE ก็มีความถูกต้อง

มากพอและยังเป็นเครื่องมือที่ช่วยในการตัดสินใจได้ดีอีกด้วย 

จากตัวอย่าง 6.1 2 lnx x dx  จะสังเกตเห็นว่าจากโจทย์มี 2x  เป็นฟังก์ชันพีชคณิต (A) 

และ ln x  เป็นฟังก์ชันลอการิทึม (L) ซึ่งตัว “L” มาก่อนตัว “A” ดังนั้น ให้ lnu x  และ 
2dv x dx  ซึ่งจะเห็นว่าสามารถทำการหาปริพันธ์ทีละส่วนได้ตามขั้นตอน ดังนั้นผู้เรียนสามารถนำ 

LIATE ไปช่วยในการตัดสินใจในการเลือก u  และ dv  เพ่ือนำไปใช้ในการหาปริพันธ์ทีละส่วนได้ 

  



196 | บทที่ 6 เทคนิคการหาปริพันธ์  2-212-103 แคลคูลัส 1 

6.1.1 การหาปริพันธ์ทีละส่วนโดยใช้ตาราง (Tabular integration by parts) 

ในการหาปริพันธ์ทีละส่วนที่อยู่ในรูป 

  ( ) ( )p x f x dx  

เมื่อ ( )p x  เป็นฟังก์ชันพหุนาม จะสามารถหาปริพันธ์ทีละส่วนได้อีกวิธีหนึ่ง เรียกว่าการหาปริพนัธ์ที
ละส่วนโดยใช้ตาราง ซึ่งเหมาะกับการหาปริพันธ์ เนื่องจากฟังก์ชันที่อยู่ในรูปแบบนี้จะต้องหาปริพันธ์ที
ละส่วนหลายรอบ ดังตัวอย่าง 6.5 และ ตัวอย่าง 6.6 ซึ่งอยู่ในรูป ( ) ( )p x f x dx  ดังนั้นสามารถหา

ปริพันธ์ทีละส่วนโดยการใช้ตารางไดโ้ดยหลักการดังต่อไปนี้ 

 
หลักการในการหาปริพันธ์ทีละส่วนโดยใช้ตาราง 

1. ให้ ( )u p x  และ ( )dv f x dx  

2. หาอนุพันธ์ของ ( )p x  จนกระท่ังมีค่าเป็น 0 ใส่ไว้ในคอลัมภ์ที่หนึ่ง 

3. หาปริพันธ์ของ ( )f x  เท่าจำนวนของการหาอนุพันธ์ ใส่ไว้ในคอลัมภ์ที่สอง 

4. เขียนลูกศรทแยงลง จากคอลัมภ์ที่หนึ่งไปยังคอลัมภ์ที่สอง 

5. เขียนเครื่องหมาย + และ – สลับกันในแต่ละลูกศร โดยเริ่มต้นที่เครื่องหมาย + 

6. ทำการคูณฟังก์ชันที ่อยู ่ในคอลัมภ์ที่หนึ ่งและคอลัมภ์ที ่สองตามลูกศร โดยถ้าลูกศรมี

เครื่องหมาย + ให้ทำการคูณด้วย +1 และถ้าลูกศรมีเครื่องหมาย – ให้ทำการคูณด้วย –1 

ผลรวมของผลลัพธ์ข้างต้น จะเป็นคำตอบของการหาปริพันธ์ 
 

จาก LIATE จะเห็นได้ว่าการหาปริพันธ์ทีละส่วนโดยใช้ตาราง ( )p x  จะเป็นฟังก์ชัน

พีชคณิต (A) ส่วน ( )f x  จะเป็นฟังก์ชันตรีโกณมิติ (T) หรือฟังก์ชันเลขชี้กำลัง (E) ดังตัวอย่าง

ต่อไปนี้ 
 
ตัวอย่าง 6.8 จงหา 2 4xx e dx  

วิธีทำ ให้ 2u x  และ 4xdv e dx  การหาปริพันธ์ทีละส่วนโดยใช้ตารางแสดงได้ดังนี้ 
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2 4

4

4

4

1
2

4
1

2
16
1

0
64

x

x

x

x

D I

x e

x e

e

e

 

ดังนั้น 2 4xx e dx  2 4 4 41 1 1
2 2

4 16 64
x x xx e x e e c  

   2 4 4 41 1 1

4 8 32
x x xx e xe e c  ◼ 

 

ตัวอย่าง 6.9 จงหา 3( 4 5)sin2x x x dx  

วิธีทำ ให้ 3 4 5u x x  และ sin2dv x dx  การหาปริพันธ์ทีละส่วนโดยใช้ตารางแสดง

ได้ดังนี ้

  

3

2

4 5 sin2

1
3 4 cos2

2
1

6 sin2
4
1

6 cos2
8
1

0 sin2
16

D I

x x x

x x

x x

x

x  

ดังนั้น 3( 4 5)sin2x x x dx  

 3 21 1 1
( 4 5) cos2 (3 4) sin2 6 cos2

2 4 8
x x x x x x x  

   
1

6 sin2
16

x c  

 3 21 1 3
( 4 5)cos2 (3 4)sin2 cos2
2 4 4
x x x x x x x  

       
3
sin2
8

x c  ◼ 

 

+ 

– 

+ 

+ 

– 

+ 

– 
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ตัวอย่าง 6.10 จงหา 2(1 )cos3x x x dx  

วิธีทำ ให้ 21u x x  และ cos3dv x dx  การหาปริพันธ์ทีละส่วนโดยใช้ตารางแสดงได้

ดังนี้ 
  

21 cos 3

1
1 2 sin 3

3
1

2 cos 3
9
1

0 sin 3
27

D I

x x x

x x

x

x

 

ดังนั้น 2(1 )cos3x x x dx  

2 1 1 1
(1 ) sin 3 (1 2 ) cos 3 ( 2) sin 3

3 9 27
x x x x x x c  

21 1 2
(1 )sin 3 (1 2 )cos 3 sin 3
3 9 27

x x x x x x c  ◼ 

 

6.2 การหาปริพันธฟ์ังก์ชันตรีโกณมิติยกกำลัง (Integration by trigonometric 

power) 

จากทีผู่้เรียนได้ศึกษาการหาปริพันธ์ของฟังก์ชันตรีโกณมิติไปแล้วนั้น พบว่าสูตรที่ใช้ในการหา
ปริพันธ์ของฟังก์ชันตรีโกณมิตินั ้น ยังคงเป็นฟังก์ชันพื้นฐานทั้ง 6 ฟังก์ชัน และเป็นสูตรที่มาจาก

รูปแบบการหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันตรีโกณมิติทั้ง 6 ฟังก์ชัน ซึ่งยังคงไม่ครอบคลุมกับการหาปริพันธ์

ของฟังก์ชันตรีโกณมิติ ในหัวข้อนี้ จะศึกษาลักษณะของฟังก์ชันตรีโกณมิติที่อยู่ในรูปผลคูณหรือในรูป
ยกกำลัง โดยพื้นฐานสำคัญสำหรับเทคนิคนี้คือฟังก์ชันไซน์และโคไซน์ 
 

6.2.1 การหาปริพันธ์ของฟังก์ชันในรูป sin cosm nx x dx  

  การหาปริพันธ์ของฟังก์ชันในรูป sin cosm nx x dx  โดยที่ m  และ n  เป็น

จำนวนเต็มบวก หรือศูนย ์จะพิจารณากรณี ,m n  ทีเ่ป็นจำนวนคู่ จำนวนคี่ ดังนี้ 

  

+ 

– 

+ 
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กรณี m เป็นจำนวนคี่ 

จะได้ว่า 2 1m k  เมื่อ k  เป็นจำนวนเต็มบวกใด ๆ ดังนั้น 
 sinm x  2sin sink x x  

  2(sin ) sinkx x  

ใช้เอกลักษณ์ตรีโกณมิติ 2 2sin 1 cosx x  จะได้ 

 sinm x  2(1 cos ) sinkx x  

ให้ cosu x  จะได้ (cos ) sind x x dx    ดังนั้น 

 sin cosm nx x dx  2(1 cos ) cos (cos )k nx x d x  

แสดงได้ดังตัวอย่างต่อไปนี้ 
 

ตัวอย่าง 6.11 จงหา 4sin cosx x dx  

วิธีทำ ให้ cosu x , (cos ) sindu d x x dx  

         (cos ) sind x x dx  

ดังนั้น 4sin cosx x dx  4cos (cos )x d x  

   
5cos

5

x
c  ◼ 

 

ตัวอย่าง 6.12 จงหา 3 2sin cosx x dx  

วิธีทำ ให้ cosu x , (cos ) sindu d x x dx  

          (cos ) sind x x dx  

จาก  3 2sin cosx x dx  2 2sin sin cosx x x dx  

ดังนั้น 3 2sin cosx x dx  2 2(1 cos )cos (cos )x x d x  

   2 4(cos cos ) (cos )x x d x  

   
3 5cos cos

3 5

x x
c  

   
3 5cos cos

3 5

x x
c  ◼ 

สูตร , cosnu du u x  

สูตร , cosnu du u x  



200 | บทที่ 6 เทคนิคการหาปริพันธ์  2-212-103 แคลคูลัส 1 

ตัวอย่าง 6.13 จงหา 5 4sin 2 cos 2x x dx  

วิธีทำ ให้ cos2u x , (cos2 ) 2sin2du d x x dx  

         (cos2 )
sin2

2

d x
x dx  

จาก  5 4sin 2 cos 2x x dx  4 4sin 2 sin2 cos 2x x x dx  

   2 2 4(sin 2 ) cos 2 sin2x x x dx  

ดังนั้น 5 4sin 2 cos 2x x dx  2 2 4 (cos2 )
(1 cos 2 ) cos 2

2

d x
x x  

   2 4 41
(1 2cos 2 cos )cos 2 (cos2 )

2
x x x d x  

   4 6 81
(cos 2 2cos 2 cos ) (cos2 )

2
x x x d x  

   
5 7 91 cos 2 2cos 2 cos 2

2 5 7 9

x x x
c  

   
5 7 9cos 2 cos 2 cos 2

10 7 18

x x x
c  ◼ 

 

กรณี n เป็นจำนวนคี่ 

จะได้ว่า 2 1n k  เมื่อ k  เป็นจำนวนเต็มบวกใด ๆ ดังนั้น 
 cosn x  2cos cosk x x  

  2(cos ) coskx x  

ใช้เอกลักษณ์ตรีโกณมิติ 2 2cos 1 sinx x  จะได้ 

 cosn x  2(1 sin ) coskx x  

ให้ sinu x  จะได้ (sin ) cosd x x dx    ดังนั้น 

 sin cosm nx x dx  2sin (1 sin ) (sin )m kx x d x  

แสดงได้ดังตัวอย่างต่อไปนี้ 
  

สูตร , cos 2nu du u x  
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ตัวอย่าง 6.14 จงหา 4 3sin cosx x dx  

วิธีทำ ให้ sinu x , (sin ) cosdu d x x dx  

จาก  4 3sin cosx x dx  4 2sin cos cosx x x dx  

ดังนั้น 4 3sin cosx x dx  4 2sin (1 sin ) (sin )x x d x  

   4 6(sin sin ) (sin )x x d x  

   
5 7sin sin

5 7

x x
c  ◼ 

 

ตัวอย่าง 6.15 จงหา 4 5sin 3 cos 3x x dx  

วิธีทำ ให้ sin 3u x , (sin 3 ) 3cos3du d x x dx  

            (sin 3 ) cos 3
3

d x
x dx  

จาก  4 5sin 3 cos 3x x dx  4 2 2sin 3 (cos 3 ) cos3x x x dx  

ดังนั้น 4 5sin 3 cos 3x x dx  4 2 2 (sin 3 )sin 3 (1 sin 3 )
3

d x
x x  

   4 2 41
sin 3 (1 2 sin 3 sin 3 ) (sin 3 )

3
x x x d x  

   4 6 81
(sin 3 2 sin 3 sin 3 ) (sin 3 )

3
x x x d x  

   
5 7 91 sin 3 2sin 3 sin 3

3 5 7 9

x x x
c  

   
5 7 9sin 3 2 sin 3 sin 3

15 21 27

x x x
c  ◼ 

 

จากตัวอย่าง 6.15 จะเห็นว่าเลขชี้กำลังยิ่งมาก ยิ่งทำได้ยาก ดังนั้นในกรณีที่ตัวเลขชี้กำลัง

ของฟังก์ชันไซน์และฟังก์ชันโคไซน์เป็นจำนวนคี่ทั้งคู่ จะพิจารณาในกรณีที่เลขชี้กำลังเป็นเลขคี่ที่น้อย
ที่สุดเป็นหลัก ดังตัวอย่างต่อไปนี้ 
  

สูตร , sinnu du u x  

สูตร , sin 3nu du u x  
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ตัวอย่าง 6.16 จงหา 5 3sin cosx x dx  

วิธีทำ ให้ sinu x , (sin ) cosdu d x x dx  

จาก  5 3sin cosx x dx  5 2sin cos cosx x x dx  

ดังนั้น 5 3sin cosx x dx  5 2sin (1 sin ) (sin )x x d x  

   5 7(sin sin ) (sin )x x d x  

   
6 8sin sin

6 8

x x
c  ◼ 

 
กรณี m และ n เป็นจำนวนคู่ 

จะทำการลดกำลังของ m  และ n  ลง โดยใช้เอกลักษณ ์

  2 1 cos2
sin

2

x
x    และ   2 1 cos2

cos
2

x
x  

สังเกตว่าหลังจากลดกำลังของ m  และ n  ลงแล้ว ฟังก์ชันที่ได้จะอยู่ในรูปของฟังก์ชันโคไซน์ ดังนั้น

จะใช้สูตร cosudu  ในการหาคำตอบสุดท้ายเป็นหลัก ดังตัวอย่างต่อไปนี้ 

 

ตัวอย่าง 6.17 จงหา 2 2sin 4 cos 4x x dx  

วิธีทำ 2 2sin 4 cos 4x x dx  1 cos 8 1 cos 8

2 2

x x
dx  

   
1
(1 cos 8 )(1 cos 8 )

4
x x dx  

   21
(1 cos 8 )

4
x dx  

   
1 1 cos16

1
4 2

x
dx  

   
1 1 cos16

1
4 2 2

x
dx  

   
1 1 cos16

4 2 2

x
dx  

สูตร , sinnu du u x  
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2 2sin 4 cos 4x x dx  
1 1

cos16
8 8
dx x dx  

   
1 1 (16 )

cos16
8 8 16

d x
dx x  

   
1 1

sin16
8 128
x x c  ◼ 

 

6.2.2 การหาปริพันธ์ของฟังก์ชันในรูป sin cos ,mx nx dx  sin sin ,mx nxdx

cos cosmx nxdx  

ในการหาปริพันธ์ของฟังก์ชันตรีโกณมิติที่อยู่ในรูปผลคูณของฟังก์ชันไซน์และโคไซน์ 
โดยที่มุมของฟังก์ชันไม่เท่ากัน จะทำการจัดรูปใหม ่โดยใช้เอกลักษณต์รีโกณมิตดิังนี้ 

 sin cosA B  
1
sin( ) sin( )

2
A B A B  

 cos cosA B  
1
cos( ) cos( )

2
A B A B  

 sin sinA B  
1
cos( ) cos( )

2
A B A B  

หลังจากนั้นจึงทำการหาปริพันธ์ด้วยสูตร sinudu  และ cosudu  ดังตัวอย่างต่อไปนี้ 

 

ตัวอย่าง 6.18 จงหา sin5 cos3x x dx  

วิธีทำ   sin5 cos3x x dx   1
[ sin(5 3 ) sin(5 3 ) ]

2
x x x x dx  

   
1
(sin 8 sin2 )

2
x x dx  

   1 1
sin 8 sin2

2 2
x dx x dx  

   
1 (8 ) 1 (2 )
sin 8 sin2

2 8 2 2

d x d x
x x  

   
1 1
cos 8 cos2

16 4
x x c  ◼ 

 

สูตร dx  
สูตร cos , 16udu u x  

ให้ 2 ,u x  (2 ) 2

(2 )

2

d x dx

d x
dx

 
ให้ 8 ,u x  (8 ) 8

(8 )

8

d x dx

d x
dx

 

สูตร sinudu  

ให้ 16 ,u x  (16 ) 16

(16 )

16

d x dx

d x
dx
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ตัวอย่าง 6.19 จงหา cos7 cos4x x dx  

วิธีทำ   cos7 cos4x x dx  
1
[ cos(7 4 ) cos(7 4 ) ]

2
x x x x dx  

   
1
(cos11 cos 3 )

2
x x dx   

   1 1
cos11 cos 3

2 2
x dx x dx  

   
1 (11 ) 1 (3 )
cos11 cos 3

2 11 2 3

d x d x
x x  

   
1 1
sin11 sin 3

22 6
x x c  ◼ 

 

6.2.3 ก า ร ห า ป ร ิ พ ั น ธ ์ ข อ ง ฟ ั ง ก ์ ช ั น ใ น ร ู ป  tan secm nx x dx  ห รื อ 

cot cosecm nx x dx  

  ในการหาปริพันธ์ของฟังก์ชันตรีโกณมิติที ่อยู่ในรูป tan secm nx x dx  หรือ 

cot cosecm nx x dx  โดยที่ m  และ n  เป็นจำนวนเต็มบวก หรือศูนย์ จะพิจารณากรณี ,m n  

ที่เป็นจำนวนคู่ จำนวนคี่ ดังนี้ 
 
กรณี m เป็นจำนวนคี่ 

จะได้ว่า 2 1m k  เมื่อ k  เป็นจำนวนเต็มบวกใด ๆ ดังนั้น 
 tan secm nx x  2 1tan sec (tan sec )k nx x x x  

  2 1(tan ) sec (tan sec )k nx x x x  

ใช้เอกลักษณ์ตรีโกณมิติ 2 2tan sec 1x x  จะได้ 

 tan secm nx x  2 1(sec 1) sec (tan sec )k nx x x x  

ให้ secu x  จะได้ (sec ) sec tand x x x dx    ดังนั้น 

 tan secm nx x dx  2 1(sec 1) sec (sec )k nx x d x  

ในทำนองเดียวกัน จะได้ว่า 

 cot cosecm nx x dx  2 1(cosec 1) cosec (cosec )k nx x d x  

สูตร cosudu  

ให้ 11 ,u x  (11 ) 11

(11 )

11

d x dx

d x
dx

 ให้ 3 ,u x  (3 ) 3

(3 )

3

d x dx

d x
dx
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แสดงได้ดังตัวอย่างต่อไปนี้ 
 

ตัวอย่าง 6.20 จงหา 3 5tan secx x dx  

วิธีทำ ให้ secu x , (sec ) sec tandu d x x x dx  

จาก  3 5tan secx x dx  2 4tan sec (tan sec )x x x x dx  

ดังนั้น 3 5tan secx x dx  2 4(sec 1)sec (sec )x x d x  

   6 4(sec sec ) (sec )x x d x  

   
7 5sec sec

7 5

x x
c  ◼ 

ตัวอย่าง 6.21 จงหา 5 3cot cosecx x dx  

วิธีทำ ให้ cosecu x , (cosec ) cosec cotdu d x x x dx  

          (cosec ) cosec cotd x x x dx  

จาก  5 3cot cosecx x dx  4 2cot cosec (cot cosec )x x x x dx  

ดังนั้น 5 3cot cosecx x dx  2 2 2(cot ) cosec (cosec )x x d x  

   2 2 2(cosec 1) cosec (cosec )x x d x  

   4 2(cosec 2cosec 1)cosec (cosec )x x x d x  

   6 3(cosec 2cosec cosec ) (cosec )x x x d x  

   
7 4 2cosec 2 cosec cosec

7 4 2

x x x
c  

   
7 4 2cosec cosec cosec

7 2 2

x x x
c  ◼ 

 

กรณี n เป็นจำนวนคู่ 

จะได้ว่า 2 2n k  เมื่อ k  เป็นจำนวนเต็มบวกใด ๆ ดังนั้น 
 secn x  2 2sec seck x x  

  2 2(sec ) seckx x  

ใช้เอกลักษณ์ตรีโกณมิติ 2 2sec 1 tanx x  จะได้ 

สูตร , secnu du u x  

สูตร , cosecnu du u x  
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 secn x  2 2(1 tan ) seckx x  

ให้ tanu x  จะได้ 2(tan ) secd x x dx    ดังนั้น 

 tan secm nx x dx  2tan (1 tan ) (tan )m kx x d x  

ในทำนองเดียวกัน จะได้ว่า 

 cot cosecm nx x dx  2cot (1 cot ) (cot )m kx x d x  

แสดงได้ดังตัวอย่างต่อไปนี้ 
 
ตัวอย่าง 6.22 จงหา 4 4tan 3 sec 3x x dx  

วิธีทำ ให้ tan3u x , 2(tan 3 ) 3 sec 3du d x x dx  

            2(tan 3 )
sec 3

3

d x
x dx  

จาก  4 4tan 3 sec 3x x dx  4 2 2tan 3 sec 3 (sec 3 )x x x dx  

ดังนั้น 4 4tan 3 sec 3x x dx  4 2 (tan )
tan 3 (1 tan 3 )

3

d x
x x  

   4 61
(tan 3 tan 3 ) (tan )

3
x x d x  

   
5 71 tan 3 tan 3

3 5 7

x x
c  

   
5 7tan 3 tan 3

15 21

x x
c  ◼ 

 

ตัวอย่าง 6.23 จงหา 2 4cot 2 cosec 2x x dx  

วิธีทำ ให้ cot2u x , 2(cot2 ) 2 cosec 2du d x x dx  

          2(cot2 )
cosec 2

2

d x
x dx  

จาก  2 4cot 2 cosec 2x x dx  2 2 2cot 2 cosec 2 (cosec 2 )x x x dx  

ดังนั้น 2 4cot 2 cosec 2x x dx  2 2 (cot2 )
cot 2 (1 cot 2 )

2

d x
x x  

สูตร , tan 3nu du u x  
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  2 4cot 2 cosec 2x x dx  2 41
(cot 2 cot 2 ) (cot2 )

2
x x d x  

   
3 51 cot 2 cot 2

2 2 5

x x
c  

   
3 5cot 2 cot 2

4 10

x x
c  ◼ 

 

ในกรณีที่ตัวยกกำลัง m  เป็นจำนวนคี่ และ n  เป็นจำนวนคู่ จะพิจารณาในกรณีที่เลขชี้

กำลัง m  หรือ n  ทีน่้อยที่สุดเป็นหลัก ดังตัวอย่างต่อไปนี้ 
 

ตัวอย่าง 6.24 จงหา 7 6tan 2 sec 2x x dx  

วิธีทำ ให้ tan2u x , 2(tan2 ) 2 sec 2du d x x dx  

            2(tan2 )
sec 2

2

d x
x dx  

จาก  7 6tan 2 sec 2x x dx  7 4 2tan 2 sec 2 (sec 2 )x x x dx  

   7 2 2 2tan 2 (sec 2 ) (sec 2 )x x x dx  

ดังนั้น 7 6tan 2 sec 2x x dx  7 2 2 (tan2 )tan 2 (1 tan 2 )
2

d x
x x  

   7 2 41
tan 2 (1 2 tan 2 tan 2 ) (tan2 )

2
x x x d x  

   7 9 111
(tan 2 2 tan 2 tan 2 ) (tan2 )

2
x x x d x  

   
8 10 121 tan 2 tan 2 tan 2

2 8 10 12

x x x
c  

   
8 10 12tan 2 tan 2 tan 2

16 20 24

x x x
c  ◼ 

 

6.2.4 การหาปริพันธ์ของฟังก์ชันตรีโกณมิติในรูปยกกำลัง 
  ในการหาปริพันธ์ของฟังก์ชันตรีโกณมิติที่อยู่ในรูปยกกำลัง เช่น sin , cosn nx x  

หากใช้วิธีก่อนหน้านั้นจะค่อนข้างวุ่นวายในการพิจารณากำลังที่เป็นเลขคู่หรือเลขคี่ เพื่อความสะดวก 
ผู้เรียนสามารถใช้สูตรการหาปริพันธ์ดังสูตรต่อไปนี้ 

สูตร , cot2nu du u x  

สูตร , tan 2nu du u x  
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1 21 1
sin sin cos sin , 2n n nn
x dx x x x dx n

n n
 

1 21 1
cos cos sin cos , 2n n nn
x dx x x x dx n

n n
 

1 21
tan tan tan , 2

1
n n nx dx x x dx n

n
 

1 21
cot cot cot , 2

1
n n nx dx x x dx n

n
 

2 21 2
sec tan sec sec , 2

1 1
n n nn
x dx x x x dx n

n n
 

2 21 2
cosec cot cosec cosec , 2

1 1
n n nn
x dx x x x dx n

n n
 

พิสูจน์ ดูภาคผนวก  ◼ 
 

หมายเหตุ 1. สูตรดังกล่าว เรียกว่าสูตรลดทอนในการหาปริพันธ์ (integration reduction 

formula) 

 2. ในกรณีเลขชี้กำลังยังอยู่ในเงื่อนไขของการใช้สูตร สามารถใช้สูตรซ้ำได้จนกระทั่ง

ไม่อยู่ในเงื่อนไข 

 3. สูตรข้างต้น สามารถเขียนอยู่ในรูปฟังก์ชันเทียบตัวแปร u  ได้ในทำนองเดียวกัน

กับสูตรการหาปริพันธ์อ่ืน ๆ ดังนี้ 

1 21 1
sin sin cos sin , 2n n nn
udu u u udu n

n n
 

1 21 1
cos cos sin cos , 2n n nn
udu u u udu n

n n
 

1 21
tan tan tan , 2

1
n n nudu u udu n

n
 

1 21
cot cot cot , 2

1
n n nudu u udu n

n
 

2 21 2
sec tan sec sec , 2

1 1
n n nn
udu u u udu n

n n
 

2 21 2
cosec cot cosec cosec , 2

1 1
n n nn
udu u u udu n

n n
 

แสดงได้ดังตัวอย่างต่อไปนี้ 
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ตัวอย่าง 6.25 จงหา 5sin x dx  

วิธีทำ  5sin x dx  4 31 4
sin cos sin
5 5

x x x dx  

   4 21 4 1 2
sin cos sin cos sin
5 5 3 3

x x x x x dx  

   4 21 4 8
sin cos sin cos sin
5 15 15

x x x x x dx  

   4 21 4 8
sin cos sin cos cos
5 15 15

x x x x x c  ◼ 

 
ตัวอย่าง 6.26 จงหา 4tan 3x dx  

วิธีทำ  4tan 3x dx  41
tan 3 (3 )

3
x d x  

   3 21 1
tan 3 tan 3 (3 )

3 3
x x d x  

   31 1
tan 3 tan 3 (3 )
9 3

x x d x  

   31 1 1
tan 3 tan 3 (3 )
9 3 3

x x d x  

   31 1 1
tan 3 tan 3 (3 )
9 3 3

x x x c  

   31 1
tan 3 tan 3
9 3

x x x c  ◼ 

 

ตัวอย่าง 6.27 จงหา 6sec 2x dx  

วิธีทำ   6sec 2x dx  61
sec 2 (2 )

2
x d x  

   4 41 1 4
tan2 sec 2 sec 2 (2 )

2 5 5
x x x d x  

   4 41 2
tan2 sec 2 sec 2 (2 )

10 5
x x x d x  

   4 2 21 2 1 2
tan2 sec 2 tan2 sec 2 sec 2 (2 )

10 5 3 3
x x x x x d x  

3n  ใช้สูตรซ้ำได้ 

สูตร sin x dx  

ให้ 3 ,u x  (3 ) 3

(3 )

3

d x dx

d x
dx

 

4n  ใช้สูตรซ้ำได้ 

2n  ใช้สูตรซ้ำได้ 

สูตร , 3du u x  

ให้ 2 ,u x  (2 ) 2

(2 )

2

d x dx

d x
dx

 

6n  ใช้สูตรซ้ำได้ 

2n  ใช้สูตรซ้ำได้ 
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6sec 2x dx  4 2 21 2 4
tan2 sec 2 tan2 sec 2 sec 2 (2 )

10 15 15
x x x x x d x  

    4 21 2 4
tan2 sec 2 tan2 sec 2 tan2

10 15 15
x x x x x c  ◼ 

 

6.3 การหาปริพันธ์โดยการแทนค่าด้วยฟังก์ชันตรีโกณมิติ (Integration by 

trigonometric substitutions) 

การหาปริพันธ์โดยการแทนค่าด้วยฟังก์ชันตรีโกณมิติ คือการเปลี่ยนตัวแปรที่ต้องการหา
ปริพันธ์ให้อยู่ในรูปของตรีโกณมิติ โดยอาศัยคุณสมบัติของสามเหลี่ยมมุมฉาก ซึ่งจะทำการแทนคา่ตัว

แปร x  ด ้วย tanx a , secx a  และ sinx a  ท ี ่สอดคล ้องก ับ 2 2x a , 

2 2x a  และ 2 2a x  ตามลำดับ แสดงไดดั้งรูป 6.1 

  

 tanx a  secx a  sinx a  

รูป 6.1 แสดงสามเหลี่ยมมุมฉากที่สอดคล้องกับ 2 2x a , 2 2x a  และ 2 2a x  

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

ในการใช้เทคนิคการหาปริพันธ์โดยการแทนค่าด้วยฟังก์ชันตรีโกณมิติ จะทำการพิจารณา
กรณีท่ีสอดคล้องกับฟังก์ชันที่ต้องการหาปริพันธ์ดังนี้ 
 

กรณีที่ 1 เมื่อตัวถูกหาปริพันธ์ อยู่ในรูป 2 2x a  เมื่อ 0a  

ให้ tanx a  จะได้ 2secdx a d  เมื่อ 
2 2

 

ดังนั้น 2 2x a  2 2 2tana a  

  2 2(tan 1)a  

สูตร 2sec , 2udu u x  
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 2 2x a  2 2seca  

  | sec |a  

  seca  

แสดงได้ดังตัวอย่างต่อไปนี้ 
 

ตัวอย่าง 6.28 จงหา 24 9x dx  

วิธีทำ จาก  24 9x  2 9
4

4
x  

   

2

2 3
2

2
x  

ให้ 3
tan
2

x  จะได้ 23
sec
2

dx d  เมื่อ 
2 2

 

และ 
2

2 3 3
sec

2 2
x  ดังนั้น 

  24 9x dx  

2

2 3
2

2
x dx  

   23 3
2 sec sec
2 2

d  

   39
sec

2
d  

   
9 1 1
tan sec sec

2 2 2
d  

   
9 9
tan sec sec
4 4

d  

   
9 9
tan sec ln | sec tan |
4 4

c  

จาก 
3
tan
2

x  โดยทฤษฎีบทพีทากอรัส 

จะได้ 2
tan

3
x  และ 

24 9
sec

3

x
 ดังนั้น 

สูตร secn x dx  

สูตร secx dx  
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  24 9x dx  
2 29 2 4 9 9 4 9 2

ln
4 3 3 4 3 3

x x
x x c  

   2 21 3
4 9 ln 4 9 2

2 4
x x x x c  ◼ 

 

กรณีที่ 2 เมื่อตัวถูกหาปริพันธ์ อยู่ในรูป 2 2x a  เมื่อ 0a  

ให้ secx a  จะได้ sec tandx a d  เมื่อ 0
2

 และ 
2

 

ดังนั้น 2 2x a  2 2 2seca a  

  2 2(sec 1)a  

  2 2tana  

  tana  

แสดงได้ดังตัวอย่างต่อไปนี้ 
 

ตัวอย่าง 6.29 จงหา 
216 9

dx

x
   เมื่อ 3

4
x  

วิธีทำ จาก  216 9x  2 9
16

16
x  

   

2

2 3
4

4
x  

ให้ 3
sec
4

x  จะได้ 3
sec tan
4

dx d  เมื่อ 0
2

 

และ 
2

2 3 3
tan

4 4
x  ดังนั้น 

  
216 9

dx

x
 

2

2 3
4

4

dx

x
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216 9

dx

x
 

3
sec tan1 4

4 3
tan
4

d
 

   
1
sec

4
d  

   
1
ln | sec tan |
4

c  

จาก 
3
sec
4

x  โดยทฤษฎีบทพีทากอรัส 

จะได้ 4
sec

3
x  และ 

216 9
tan

3

x  ดังนั้น 

  
216 9

dx

x
 

21 4 16 9
ln
4 3 3

x
x c  ◼ 

 

กรณีที่ 3 เมื่อตัวถูกหาปริพันธ์ อยู่ในรูป 2 2a x  เมื่อ 0a  

ให้ sinx a  จะได้ cosdx a d  เมื่อ 
2 2

 

ดังนั้น 2 2a x  2 2 2sina a  

   2 2(1 sin )a  

   2 2cosa  

   cosa  

แสดงได้ดังตัวอย่างต่อไปนี้ 
 

ตัวอย่าง 6.30 จงหา 
2

21

x
dx

x
   เมื่อ 1x  

วิธีทำ ให้ sinx  จะได้ cosdx d  เมื่อ 
2 2

 และ 21 cosx  

ดังนั้น 
2

21

x
dx

x
 

2sin
cos

cos
d  

   2sin d  

สูตร secx dx  

สูตร sinn x dx  
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2

21

x
dx

x
 

1 1
sin cos
2 2

d  

   
1 1
sin cos
2 2

c  

จาก sinx  โดยทฤษฎีบทพีทากอรัส 

จะได้ sin x , 2cos 1 x  และ arcsin  

ดังนั้น 
2

21

x
dx

x
 21 1

1 arcsin
2 2
x x x c  ◼ 

 
จากการหาปริพันธ์โดยการแทนค่าด้วยฟังก์ชันตรีโกณมิติ เพื่อความสะดวกในการหาปริพนัธ์

ที่อยู่ในรูป 2 2 2 2 2 2, ,x a x a a x  สามารถใช้สูตรการหาปริพันธ์ดังสูตรต่อไปนี้ 

2 2

1
ln

2

dx x a
c

a x ax a
 

2 2

1
ln

2

dx a x
c

a a xa x
 

2 2

2 2
ln

dx
x x a c

x a
 

2 2

2 2
ln

dx
x x a c

x a
 

2
2 2 2 2 arcsin

2 2

x a x
a x dx a x c

a
 

2
2 2 2 2 2 2ln

2 2

x a
x a dx x a x x a c  

2
2 2 2 2 2 2ln

2 2

x a
x a dx x a x x a c  

พิสูจน์ ดูภาคผนวก  ◼ 
 

หมายเหตุ  สูตรข้างต้น สามารถเขียนอยู่ในรูปฟังก์ชันเทียบตัวแปร u  ได้ในทำนองเดียวกัน
กับสูตรการหาปริพันธ์อ่ืน ๆ ดังนี้ 
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2 2

1
ln

2

du u a
c

a u au a
 

2 2

1
ln

2

du a u
c

a a ua u
 

2 2

2 2
ln

du
u u a c

u a
 

2 2

2 2
ln

du
u x a c

u a
 

2
2 2 2 2 arcsin

2 2

u a u
a u du a u c

a
 

2
2 2 2 2 2 2ln

2 2

u a
u a du u a u u a c  

2
2 2 2 2 2 2ln

2 2

u a
u a du u a u u a c  

แสดงได้ดังตัวอย่างต่อไปนี้ 
 

ตัวอย่าง 6.31 จงหา 216 x dx  

วิธีทำ   216 x dx  2 24 x dx  

   
2

2 2 4
4 arcsin

2 2 4

x x
x c  

   2 16
16 arcsin

2 2 4

x x
x c  

   216 8arcsin
2 4

x x
x c  ◼ 

 

ตัวอย่าง 6.32 จงหา 
24 9

dx

x
 

วิธีทำ   
24 9

dx

x
 

2 2(2 ) 3

dx

x
 

   
2 2

1 (2 )

2 (2 ) 3

d x

x
 

สูตร 2 2a x dx  

สูตร 
2 2

, 2
du

u x
u a

 

ให้ 2 ,u x  (2 ) 2

(2 )

2

d x dx

d x
dx
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24 9

dx

x
 2 21

ln 2 (2 ) 3
2

x x c  

   21
ln 2 4 9
2

x x c  ◼ 

 

6.4 การหาปร ิพ ันธ์ ของฟ ังก ์ช ันตรรกยะ โดยการแยก เป ็นเศษส ่วนย ่อย 
(Integration of rational functions by partial fractions) 

ในการหาปริพันธ์ที่อยู่ในรูปฟังก์ชันตรรกยะ จะทำการพิจารณาฟังก์ชันตรรกยะที่อยู่ในรูป
ผลหารของฟังก์ชันพหุนาม 2 ฟังก์ชัน โดยเขียนให้อยู่ในรูปผลบวกของเศษส่วนอย่างง่าย ตัวอย่างเช่น 

 
2

5 3

2 3

x

x x
 

2 3

1 3x x
 

หากทำการหาปริพันธ์ทั้งสองข้าง จะได้ 

 
2

5 3

2 3

x
dx

x x
 

2 3

1 3
dx dx

x x
 

ซึ่งสมการด้านขวามือสามารถหาปริพันธ์ได้โดยง่ายโดยใช้สูตรที่เรียนมา 
วิธีการในการเขียนฟังก์ชันตรรกยะ ให้อยู่ในรูปผลบวกของเศษส่วนอย่างง่าย เรียกว่าการ

แยกเป็นเศษส่วนย่อย (partial fractions) โดยรูปแบบของเศษส่วนย่อยจะมีด้วยกัน 2 รูปแบบ 

คือ 

  
( )k
A

ax b
   หรือ   

2( )k
Ax B

ax bx c
 

เมื่อ ,A B  เป็นค่าคงตัว และ 2ax bx c  ไม่สามารถแยกตัวประกอบเชิงเส้นที่มีสัมประสิทธิ์เป็น

จำนวนจริงได้ 

พิจารณา ( )
( )

p x

q x
 เมื่อ ( )p x  และ ( )q x  เป็นฟังก์ชันพหุนาม จะทำการตรวจสอบดีกรีของ 

( )p x  และ ( )q x  ก่อน 

- ถ้าดีกรีของ ( )p x  มากกว่าหรือเท่ากับ ( )q x  จะยังไม่สามารถใช้ว ิธีการแยกเป็น

เศษส่วนย่อยได้ จะต้องทำการตั้งหารพหุนามก่อน 

- ถ้าดีกรีของ ( )p x  น้อยกว่า ( )q x  สามารถที่จะใช้วิธีการแยกเป็นเศษส่วนย่อยได้ 

ในการแยกตัวประกอบของ ( )q x  แบ่งได้ 2 กรณดีังนี้ 
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กรณีที่ 1 ตัวประกอบของ ( )q x  อยู่ในรูป ( )kax b  สามารถแยกเศษส่วนย่อยได้เป็น 

  1 2
2

( )

( ) ( ) ( )
k

k

A A Ap x

q x ax b ax b ax b
 

เมื่อ 
1 2
, , ,

k
A A A  เป็นค่าคงตัว 

 

กรณีที่ 2 ตัวประกอบของ ( )q x  อยู่ในรูป 2( )kax bx c  และ 2ax bx c  ไม่สามารถ
แยกตัวประกอบเชิงเส้นที่มีสัมประสิทธิ์เป็นจำนวนจริงได้ สามารถแยกเศษส่วนย่อยได้เป็น 

  1 1 2 2
2 2 2 2

( )

( ) ( ) ( )
k k

k

Ax B Ax B A x Bp x

q x ax bx c ax bx c ax bx c
 

เมื่อ 
1 2
, , ,

k
A A A  และ 

1 2
, , ,

k
B B B  เป็นค่าคงตัว 

โดยมีหลักการในการหาปริพันธ์ดังนี้ 
 

หลักการในการหาปริพันธ์โดยการแยกเป็นเศษส่วนย่อยของฟังก์ชัน ( )
( )

p x

q x
 

1. ตรวจสอบดีกรีของ ( )p x  และ ( )q x  ก่อน ถ้าดีกรีของ ( )p x  มากกว่าหรือเท่ากับดีกรีของ 

( )q x  จะต้องตั้งหารพหุนามก่อน 

2. ถ้าดีกรีของ ( )p x  น้อยกว่า ( )q x  ให้ทำการแยกตัวประกอบ ( )q x  ให้อยู่ในรูปตัวประกอบ

เชิงเส้น ( )kax b  หรือตัวประกอบกำลังสอง 2( )kax bx c  โดยที่ตัวประกอบกำลัง

สองไม่สามารถแยกตัวประกอบเชิงเส้นที่มีสัมประสิทธิ์เป็นจำนวนจริงได้ 

3. เขียน ( )
( )

p x

q x
 ในรูปผลบวกของเศษส่วนย่อย 

4. หาค่าคงตัวต่าง ๆ โดยวิธีการแทนค่าตัวแปรที่เหมาะสม หรือวิธีการเทียบสัมประสิทธิ์ หรือวิธี

อ่ืน ๆ 

5. หาค่าปริพันธ์ของเศษส่วนย่อยที่ได้ 

 

แสดงได้ดังตัวอย่างต่อไปนี้ 
 

ตัวอย่าง 6.33 จงหา 
2

8

6

x
dx

x x
 

วิธีทำ เนื่องจาก 2 6 ( 2)( 3)x x x x  
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ให้  
2

8

6

x

x x
 

2 3

A B

x x
 -----(*) 

   
( 3) ( 2)

( 2)( 3)

A x B x

x x
 

ดังนั้น 8x  ( 3) ( 2)A x B x  -----(**) 

แทน 2x  ในสมการ (**), 

  2 8  ( 2 3) ( 2 2)A B  

  10  5A 

  A  
10

2
5

 

แทน 3x  ในสมการ (**), 

  3 8  (3 3)A (3 2)B  

  5  5B  

  B  
5

1
5

 

แทนค่า 2, 1A B  ในสมการ (*) พร้อมหาปริพันธ์ 

  
2

8

6

x
dx

x x
 

2 1

2 3
dx

x x
 

   1 1
2

2 3
dx dx

x x
 

   
1 1

2 ( 2) ( 3)
2 3
d x d x

x x
 

   2 ln 2 ln 3x x c  ◼ 

 

ตัวอย่าง 6.34 จงหา 
2

2

3 3 2

( 1)

x x
dx

x x
 

วิธีทำ เนื่องจาก 2( 1) ( 1)( 1)x x x x x  

ให้  
2

2

3 3 2

( 1)

x x

x x
 

1 1

A B C

x x x
 -----(*) 

   
( 1)( 1) ( 1) ( 1)

( 1)( 1)

A x x Bx x Cx x

x x x
 

สูตร 1
du
u

 

ให้ 3,u x  ( 3)d x dx  

ให้ 2,u x  ( 2)d x dx  
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ดังนั้น 23 3 2x x  ( 1)( 1) ( 1) ( 1)A x x Bx x Cx x  ---(**) 

แทน 0x  ในสมการ (**), 

  23(0) 3(0) 2  (0 1)(0 1) (0)(0 1)A B (0)(0 1)C  

  2  (1)( 1)A  

   A 

  A  
2

2
1

 

แทน 1x  ในสมการ (**), 

 23( 1) 3( 1) 2  ( 1 1)( 1 1)A ( 1)( 1 1)B  

    ( 1)( 1 1)C  

  3 3 2  ( 1)( 2)B  

  2  2B  

  B  
2

1
2

 

แทน 1x  ในสมการ (**), 

  23(1) 3(1) 2  (1 1)(1 1)A (1)(1 1)B (1)(1 1)C  

  3 3 2  (1)(2)C  

  4 2C  

  C  
4

2
2

 

แทนค่า 2, 1, 2A B C  ในสมการ (*) พร้อมหาปริพันธ์ 

 
2

2

3 3 2

( 1)

x x
dx

x x
 

2 1 2

1 1
dx

x x x
 

   
1 1 1

2 2
1 1

dx dx dx
x x x

 

   
1 1 1

2 ( 1) 2 ( 1)
1 1

dx d x d x
x x x

 

   2 ln ln 1 2 ln 1x x x c  ◼ 

 

สูตร 1
du
u

 

ให้ 1,u x  ( 1)d x dx  
ให้ 1,u x  ( 1)d x dx  
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ตัวอย่าง 6.35 จงหา 
2

2

( 1)( 4)

x
dx

x x
 

วิธีทำ เนื่องจาก 2 4 ( 2)( 2)x x x  

ให้  
2

2

( 1)( 4)

x

x x
 

1 2 2

A B C

x x x
 -----(*) 

   
( 2)( 2) ( 1)( 2) ( 1)( 2)

( 1)( 2)( 2)

A x x B x x C x x

x x x
 

ดังนั้น 

  2x  ( 2)( 2) ( 1)( 2) ( 1)( 2)A x x B x x C x x    ---(**) 

แทน 1x  ในสมการ (**), 

  2(1) (1 2)(1 2) (1 1)(1 2)A B (1 1)(1 2)C  

  2 (3)( 1)A  

   3A 

  A  
2

3
 

แทน 2x  ในสมการ (**), 

 2( 2) ( 2 2)( 2 2)A ( 2 1)( 2 2)B  

    ( 2 1)( 2 2)C  

  4  ( 3)( 4)B  

  4  12B  

  B  
4 1

12 3
 

แทน 2x  ในสมการ (**), 

  2(2) (2 2)(2 2) (2 1)(2 2) (2 1)(2 2)A B C  

  4 (1)(4)C  

  4 4C  

  C  
4

1
4

 

แทนค่า 2 1
, , 1
3 3

A B C  ในสมการ (*) พร้อมหาปริพันธ์ 
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2

2

( 1)( 4)

x
dx

x x
 

2 / 3 1 / 3 1

1 2 2
dx

x x x
 

   
2 1 1 1 1

3 1 3 2 2
dx dx dx

x x x
 

   
2 1 1 1

( 1) ( 2)
3 1 3 2

d x d x
x x

 

    
1

( 2)
2
d x

x
 

   
2 1
ln 1 ln 2 ln 2
3 3

x x x c  ◼ 

 

ตัวอย่าง 6.36 จงหา 
2

2

6 12

( 2)

x x
dx

x x
 

วิธีทำ เนื่องจาก 2( 2) ( 2)( 2)x x x  

ให้  
2

2

6 12

( 2)

x x

x x
 

22 ( 2)

A B C

x x x
 -----(*) 

   
2( 2) ( 2)

( 1)( 2)( 2)

A x Bx x Cx

x x x
 

ดังนั้น 2 6 12x x  2( 2) ( 2)A x Bx x Cx  -----(**) 

แทน 0x  ในสมการ (**), 

  2(0) 6(0) 12  2(0 2) (0)(0 2)A B (0)C  

  12 2( 2)A  

   4A  

  A  
12

3
4

 

แทน 2x  ในสมการ (**), 

  2(2) 6(2) 12  2(2 2)A (2)(2 2)B (2)C  

  4 12 12  2C  

  4 2C  

  C  
4

2
2

 

ให้ 1,u x  ( 1)d x dx  

ให้ 2,u x  ( 2)d x dx  

ให้ 2,u x  ( 2)d x dx  

สูตร 1
du
u
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แทน 1, 3, 2x A C  ในสมการ (**), 

  2(1) 6(1) 12  23(1 2) (1)(1 2) 2(1)B  

  1 6 12  23( 1) (1)( 1) 2B  

  7 3(1) 2B  

  5 3 B  

  B  3 5 2  

แทนค่า 3, 2, 2A B C  ในสมการ (*) พร้อมหาปริพันธ์ 

 
2

2

6 12

( 2)

x x
dx

x x
 

2

3 2 2

2 ( 2)
dx

x x x
 

   21 1
3 2 2 ( 2)

2
dx dx x dx
x x

 

   
1 1

3 2 ( 2)
2

dx d x
x x

 

    22 ( 2) ( 2)x d x  

   
1( 2)

3 ln 2 ln 2 2
1

x
x x c  

   
2

3 ln 2 ln 2
2

x x c
x

 ◼ 

 

ตัวอย่าง 6.37 จงหา 
2

2

2

( 1)( 1)

x
dx

x x
 

วิธีทำ ให้  
2

2

2

( 1)( 1)

x

x x
 

21 1

A Bx C

x x
 -----(*) 

   
2

2

( 1) ( )( 1)

( 1)( 1)

A x Bx C x

x x
 

ดังนั้น 22x  2( 1) ( )( 1)A x Bx C x  

   2 2Ax A Bx Bx Cx C  

   2( ) ( ) ( )A B x B C x A C      -----(**) 

เทียบสัมประสิทธิ์หน้า x  ยกกำลัง ในสมการ (**), 

สูตร 1
du
u

 

ใ ห้  , 

สูตร nu du  
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  2 A B   -----(1) 

  0 B C  -----(2) 

  0 A C   -----(3) 

จาก (2)   จะได้ B C  

จาก (3)   จะได้ A C  

ดังนั้น   A B C  

แทน A B  ในสมการ (1), 

  2 B B  

   2B  

  B  
2

1
2

 

ดังนั้น   1A  และ 1C  

แทนค่า 1, 1, 1A B C  ในสมการ (*) พร้อมหาปริพันธ์ 

   
2

2

2

( 1)( 1)

x
dx

x x
 

2

1 1

1 1

x
dx

x x
 

   
2 2

1 1

1 1 1

x
dx

x x x
 

 

   
2 2

1 1 1
( )

1 1 1
dx x dx dx

x x x
 

   2

2 2 2

1 1 1 1
( 1) ( 1)

1 2 1 1
d x d x dx

x x x
 

   21
ln 1 ln 1 arctan

2
x x x c  ◼ 

 

ตัวอย่าง 6.38 จงหา 
2

2

3 1

( 1)( 4)

x x
dx

x x
 

วิธีทำ ให้  
2

2

3 1

( 1)( 4)

x x

x x
 

21 4

A Bx C

x x
 -----(*) 

สูตร 
2 2

dx

x a
 

ให้ 2 1,u x  2

2

( 1) 2

1
( 1)

2

d x xdx

d x xdx

 

ให้ 1,u x  ( 1)d x dx  
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2

2

3 1

( 1)( 4)

x x

x x
 

2

2

( 4) ( )( 1)

( 1)( 4)

A x Bx C x

x x
 

ดังนั้น 2 3 1x x  2( 4) ( )( 1)A x Bx C x  

   2 24Ax A Bx Bx Cx C  

   2( ) ( ) (4 )A B x B C x A C      -----(**) 

เทียบสัมประสิทธิ์หน้า x  ยกกำลัง ในสมการ (**), 

  1 A B   -----(1) 

  3  B C  -----(2) 

  1 4A C  -----(3) 

(1) – (2); 4 A C   -----(4) 

(3) + (4); 5 5A 

  A  
5

1
5

 

แทน 1A  ใน (1); 1 1 B  

  B  1 1 0  

แทน 0B  ใน (2) ; 3  0 C  

  C  3  

แทนค่า 1, 0, 3A B C  ในสมการ (*) พร้อมหาปริพันธ์ 

  
2

2

3 1

( 1)( 4)

x x
dx

x x
 

2

1 3

1 4
dx

x x
 

   
2 2

1 1
3

1 2
dx dx

x x
 

   
2 2

1 1
( 1) 3

1 2
d x dx

x x
 

   
1

ln 1 arctan
2 2

x
x c  ◼ 

  

ให้ 1,u x  ( 1)d x dx  สูตร 
2 2

dx

x a
 

สูตร 1
du
u
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6.5 การหาปริพันธ์โดยการแทนค่าตัวแปรใหม่ (Integration by substitution 

of a new variable) 

ในการใช้เทคนิคการหาปริพันธ์โดยการแทนค่าตัวแปรใหม่ เหมาะกับการหาปริพันธ์ของ

ฟังก์ชันที่อยู่ในรูป ax b  ที่มีเลขชี้กำลังเป็นเศษส่วน โดยจะทำการแทนค่าตัวแปรใหม่ลงไป เพ่ือให้
อยู่ในรูปของตัวแปรที่มีเลขชี้กำลังเป็นจำนวนเต็มบวก หลังจากนั้นจะสามารถทำการหาอนุพันธ์ได้โดย
ใช้วิธีการก่อนหน้าที่ได้ศึกษามา โดยมีหลักการดังนี้ 
 
หลักการในการหาปริพันธ์โดยการแทนค่าตัวแปรใหม่ 

1. ให้ n  เป็นตัวคูณร่วมน้อย (ค.ร.น) ของตัวส่วนของเลขชี้กำลังทุกพจน์ 

2. สมมติให้ nz ax b  จะได้ว่า 1( ) nadx d ax b nz dz  

3. เปลี่ยนตัวแปร x  ให้อยู่ในรูปตัวแปร z  

4. ทำการหาปริพันธ์ 

5. เปลี่ยนตัวแปรกลับ จากตัวแปร z  ให้อยู่ในรูปตัวแปร x  

 

แสดงได้ดังตัวอย่างต่อไปนี้ 
 

ตัวอย่าง 6.39 จงหา 
3

1
dx

x x
 

วิธีทำ พิจารณา 1/2x x  และ 3 1/3x x  จะได้ว่า ค.ร.น ของ 2 และ 3 คือ 6 

ให้ 6x z  จะได้ว่า 56dx z dz  ดังนั้น 

  
3

1
dx

x x
 

5

6 1/2 6 1/3

6

( ) ( )

z dz

z z
 

   
5

3 2
6

z
dz

z z
 

   
5

2
6

( 1)

z
dz

z z
 

   
3

6
1

z
dz

z
 

   2 1
6 1

1
z z dz

z
 

หารพหุนาม 
3

1

z

z
 

2

3

3 2

2

2

1

1

1

1

z z

z z

z z

z

z z

z

z
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3

1
dx

x x
 2 1

6 6 6 6
1

z dz z dz dz dz
z

 

   2 1
6 6 6 6 ( 1)

1
z dz z dz dz d z

z
 

   
3 2

6 6 6 6 ln 1
3 2

z z
z z c  

   3 22 3 6 6 ln 1z z z z c  

   1/6 3 1/6 2 1/6 1/62( ) 3( ) 6 6 ln 1x x x x c  

   1/2 1/3 1/6 1/62 3 6 6 ln 1x x x x c  

   3 6 62 3 6 6 ln 1x x x x c  ◼ 

 

ตัวอย่าง 6.40 จงหา 
4/3( 1)

x
dx

x
 

วิธีทำ พิจารณา 1/3( 1)x  ให้ 31x z  จะได้ว่า 3 1x z  และ  23dx z dz  ดังนั้น 

  
4/3( 1)

x
dx

x
 

3
2

3 4/3

1
(3 )

( )

z
z dz

z
 

   
5 2

4
3
z z

dz
z

 

   
2

1
3 z dz

z
 

   23 3z dz z dz  

   
2 1

3 3
2 1

z z
c  

   23 3

2
z c

z
 

   1/3 2

1/3

3 3
(( 1) )
2 ( 1)
x c

x
 

   2/3

1/3

3 3
( 1)
2 ( 1)
x c

x
 ◼ 

  

สูตร 1
du
u

 

แทน 1/6z x  

สูตร nx dx  

แทน 1/3( 1)z x  

ให้ 1,u z  ( 1)d z dz  



2-212-103 แคลคูลัส 1  บทที่ 6 เทคนิคการหาปริพันธ์ | 227 

สรุปเนื้อหาในบทที่ 6 

เทคนิคการหาปริพันธ์ คือเทคนิคที่ใช้ในการหาปริพันธ์ที ่อยู่ในรูปแบบที่ซับซ้อน และไม่
สามารถหาปริพันธ์โดยใช้สูตรพื้นฐานได้ โดยเทคนิคการหาปริพันธ์มีหลากหลายวิธี ซึ่งแต่ละวิธีจะมี
ความเหมาะสมกับฟังก์ชันในรูปแบบที่แตกต่างกันไป โดยสิ่งสำคัญคือการหาปริพันธ์ด้วยสูตรพื้นฐานที่
ได้ศึกษามาก่อนหน้านี้ 

เทคนิคการหาปริพันธ์ทีละส่วน ถือเป็นเทคนิคที่สำคัญอย่างยิ่ง เนื่องจากสูตรหลายสูตรได้มา

จากการใช้เทคนิคนี้ โดยมีใจความสำคัญคือการเลือก u  และ dv  ให้สอดคล้องกับการใช้เทคนิคการ

หาปริพันธ์ทีละส่วน โดยที่ u  ต้องหาอนุพันธ์ได้ และ dv  จะต้องหาปริพันธ์ได้ 
ในกรณีที่ต้องการหาปริพันธ์ของฟังก์ชันตรีโกณมิติที่อยู่ในลักษณะผลคูณ หรืออยู่ในรูปของ

ฟังก์ชันตรีโกณมิติที่ยกกำลัง จะใช้เทคนิคการหาปริพันธ์ฟังก์ชันตรีโกณมิติยกกำลัง หรือการใช้สูตร
ลดทอน 

ในกรณีที่ฟังก์ชันที่ต้องการหาปริพันธ์อยู่ในรูปของรากที่ 2 ในบางครั้งไม่สามารถจัดรูปเพ่ือใช้

สูตรพื้นฐานได้ จะใช้เทคนิคการหาปริพันธ์โดยการแทนค่าด้วยฟังก์ชันตรีโกณมิติ ซึ่งอาศัยคุณสมบัติ
ของสามเหลี่ยมมุมฉากเข้ามาจัดรูป 

ในการหาปริพันธ์ของฟังก์ชัน จะสังเกตได้ว่าไม่มีสูตรที่สอดคล้องกับการหาปริพันธ์ของ
ฟังก์ชันตรรกยะ หรือฟังก์ชันที่อยู่ในรูปผลหาร เทคนิคที่ช่วยเหลือในการหาปริพันธ์ของฟังก์ชันที่อยู่
ในรูปผลหารของฟังก์ชันพหุนามนั่นคือเทคนิคการหาปริพันธ์ของฟังก์ชันตรรกยะโดยการแยกเป็น
เศษส่วนย่อย และอาศัยการเขียนรูปผลหารของพหุนามออกมาในรูปของเศษส่วนย่อย 

ในการใช้เทคนิคการหาปริพันธ์โดยการแทนค่าตัวแปรใหม่ เหมาะกับการหาปริพันธ์ของ

ฟังก์ชันที่อยู่ในรูป ax b  ที่มีเลขชี้กำลังเป็นเศษส่วน โดยจะทำการแทนค่าตัวแปรใหม่ลงไป เพ่ือให้
อยู่ในรูปของตัวแปรที่มีเลขชี้กำลังเป็นจำนวนเต็มบวก 
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แบบฝึกหัดท้ายบทที่ 6 

1. จงหาปริพันธ์ต่อไปนี้ 
1.1 3 lnx x dx  1.2 logx x dx  

1.3 
2

ln 3x
dx

x
 1.4 arcsin3x dx  

1.5 arccosx dx  1.6 arctanx dx  

1.7 
3

21

x
dx

x
 1.8 3 4( 5) xx e dx  

1.9 2 sin(1 )x x dx  1.10 2 cos3xe x dx  

1.11 sinxe x dx  1.12 2 3 sin(1 )xe x dx  

2. จงหาปริพันธ์ต่อไปนี้ 
2.1 sin7 cos3x x dx  2.2 cos(1 2 )cos(2 )x x dx  

2.3 3 3 3sin( )sin(2 )x x xe e e dx  2.4 2 2sin 4 cos 4x x dx  

2.5 4 3sin 4 cos 4x x dx  2.6 3 4sin 3 cos 3x x dx  

2.7 6 5sin 3 cos 3x x dx  2.8 5 6sin 3 cos 3x x dx  

2.9 3 2tan 3 sec 3x x dx  2.10 3 2cot cosecx x dx  

2.11 4sin 2x dx  2.12 3cos 3x dx  

2.13 4cosec 2x dx  2.14 5cot 3x dx  

3. จงหาปริพันธ์ต่อไปนี้ 

3.1 
24 25

dx

x
 3.2 

2 29 4

dx

x x
 

3.3 
2

67

x dx

x
 3.4 

2 2( 4) 16

x dx

x
 

3.5 24 9x dx  3.6 2 4x x dx  

3.7 
4 2

6

9 12 12

x dx

x x
 3.8 

2 47 12 4

x dx

x x
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4. จงหาปริพันธ์ต่อไปนี้ 

4.1 
3

( 1)( 2)

x
dx

x x
 4.2 

5

( 2)(2 1)
dx

x x
 

4.3 
2 3

( 1)( 2)( 3)

x
dx

x x x
 4.4 

25 3

( 1)( 1)

x
dx

x x x
 

4.5 
2

2

7 5 1

( 1)

x x
dx

x x
 4.6 

2

16 11

(3 1)( 2)

x
dx

x x
 

4.7 
2

2

5 4 3

( 1)( 1)

x x
dx

x x
 4.8 

3

2 2

3

( 1)( 4)

x x
dx

x x
 

5. จงหาปริพันธ์ต่อไปนี้ 

5.1 
3

dx

x x
 5.2 

42

dx

x x
 

5.3 
5/4

dx

x x
 5.4 

2

4/3( 1)

x
dx

x
 

5.5 
3 1x

dx
x

 5.6 
5

31

x
dx

x
 

5.7 3x x dx  5.8 2 2 1x x dx  
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7 บทท่ี 7 

ปริพันธจ์ำกัดเขตและการประยุกต์ 

ในบทที่ 5 ได้กล่าวถึงปริพันธ์จำกัดเขตของฟังก์ชัน เป็นการหาค่าปริพันธ์ในช่วงหรือขอบเขต

ที่กำหนด โดยค่าของปริพันธ์จำกัดเขตจะเป็นตัวเลข ในบทนี้นี้จะศึกษาถึงที่มาของปริพันธ์จำกัดเขต 
รวมถึงการนำปริพันธ์จำกัดเขตไปประยุกต์ในการหาพื้นที่ระหว่างเส้นโค้งและการหาปริมาตรของ
รูปทรงสามมิติที่เกิดจากการหมุน 

ก่อนที่จะนิยามปริพันธ์จำกัดเขต พิจารณาการแบ่งพ้ืนที่ใต้โค้งดังบทนิยาม 7.1 

 

บทนิยาม 7.1 ให้ f  เป็นฟังก์ชันที่นิยามบนช่วงปิด [ , ]a b  และให้ 
0 1
{ , , , }

n
P x x x  เป็นผล

แบ่งกั้น (partition) บนช่วงปิด [ , ]a b  โดยที่ 

   
0 1 2 1n n

a x x x x x b  

ให้ 
i
x  เป็นความยาวบนช่วงปิด 

1
[ , ]
i i
x x  และ 

i
t  เป็นค่าที่อยู่ในช่วงปิด 

1
[ , ]
i i
x x  ดังนั้น 

   
1 1 2 2

1

( ) ( ) ( ) ( )
n

i i n n
i

f t x f t x f t x f t x  

จะเรียกว่าผลบวกรีมันน์ (Riemann sums) ของฟังก์ชัน f  บนช่วงปิด [ , ]a b  แสดงไดดั้งรูป 7.1 

 

  

รูป 7.1 กราฟแสดงผลแบ่งกั้นของบริเวณ R  

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 
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พิจารณาการหาพื้นที่ของบริเวณ R  ที่อยู่ใต้เส้นโค้ง ( )y f x  และอยู่เหนือแกน X  

ในช่วงปิด [ , ]a b  เมื่อ f  เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องและ ( ) 0f x  ทุก [ , ]x a b  

จะทำการหาพื ้นที่บริเวณ R  โดยแบ่งบริเวณ R  ออกเป็นสี ่เหลี ่ยมผืนผ้า n  ชิ ้น ให้ 

0 1
{ , , , }

n
P x x x  เป ็นผลแบ ่งก ั ้นบนช ่วงป ิด [ , ]a b  ให ้  

i
x  เป ็นความยาวบนช ่วงปิด 

1
[ , ]
i i
x x  และ 

i
t  เป็นค่าที่อยู่ในช่วงปิด 

1
[ , ]
i i
x x  ดังรูป 7.1 ให้ 

i
A  เป็นพ้ืนที่ของรูปสี่เหลี่ยมผืนผ้า

ใด ๆ ดังนั้น 

 
i
A  =    สูง  กว้าง 

  ( )
i i

f t x  

สามารถประมาณค่าพ้ืนที่บริเวณ R  ด้วยผลรวมของสี่เหลี่ยมผืนผ้าใด ๆ n  ชิ้น คือ 
 A  

1 2 n
A A A  

  
1 1 2 2
( ) ( ) ( )

n n
f t x f t x f t x  

  
1

( )
n

i i
i

f t x  (เรียกว่าผลบวกรีมันน์ของ f  บนช่วงปิด [ , ]a b ) 

ให้ *

1 2
max{ , , , }

n
x x x x  เมื ่อเพิ ่มจำนวนช่วงย่อย n  จนเข้าสู ่อนันต์ จะทำให้  

* 0x  จะได้ว่าผลบวกรีมันน์ข้างต้นลู่เข้าสู่ค่าท่ีแท้จริง นั่นคือ 

 A  
*

*

0 1

lim ( )
n

i
x i

f t x  

ถ้า 
*

*

0 1

lim ( )
n

i
x i

f t x  หาค่าได้ จะนิยามปริพันธ์จำกัดเขตดังบทนิยาม 7.2 

 

บทนิยาม 7.2 ให้ f  เป็นฟังก์ชันที่นิยามบนช่วงปิด [ , ]a b  จะกล่าวว่า f  เป็นฟังก์ชันที่หาปริพันธ์

ไ ด้  (integrable) บ น ช ่ ว ง ป ิ ด  [ , ]a b  ถ ้ า  
*

*

0 1

lim ( )
n

i
x i

f t x  ห า ค ่ า ไ ด้  ส ำ ห รั บ 

*

1 2
max{ , , , }

n
x x x x  

 ให้ f  เป็นฟังก์ชันที่หาปริพันธ์ได้บนช่วงปิด [ , ]a b  แล้ว ปริพันธ์จำกัดเขต (definite 

integral) ของฟังก์ชัน f บนช่วงปิด [a,b] นิยามโดย 

   
*

*

0 1

( ) lim ( )
b n

i
x ia

f x dx f t x  
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หมายเหตุ  จากสัญลักษณ์ของปริพันธ์จำกัดเขต ( )
b

a

f x dx  

  ( )f x  เรียกว่า ตัวถูกหาปริพันธ์ (integrand) 

  a  เรียกว่า ลิมิตล่าง (lower limit) หรือขอบเขตล่างของการหาปริพันธ์ 

  b  เรียกว่า ลิมิตบน (upper limit) หรือขอบเขตบนของการหาปริพันธ์ 

 

7.1 การหาค่าปริพันธ์จำกัดเขต 

ในการหาปริพันธ์จำกัดเขต สามารถใช้ทฤษฎีบทหลักมูลของแคลคูลัส (the fundamental 

theorem of calculus) มาช่วยในการหาค่าปริพันธ์จำกัดเขตได้ดังทฤษฎีบทต่อไปนี้ 

 

ทฤษฎีบท 7.1 ทฤษฎีบทหลักมูลของแคลคูลัส บทที่ 1 

 ให้ f  เป็นฟังก์ชันต่อเนื ่องบนช่วงปิด [ , ]a b  แล้ว ( ) ( )
x

a

F x f t dt  จะเป็นฟังก์ชัน

ต่อเนื่องบนช่วงปิด [ , ]a b  และหาอนุพันธ์ได้บนช่วงเปิด ( , )a b  และมีค่าอนุพันธ์คือ ( )f x  จะได้ว่า 

   ( ) ( ) ( )
x

a

d
F x f t dt f x

dx
 

 

ทฤษฎีบท 7.2 ทฤษฎีบทหลักมูลของแคลคูลัส บทที่ 2 

 ให้ f  เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องบนช่วงปิด [ , ]a b  และ F  เป็นปฏิยานุพันธ์ของ f  บนช่วงปิด 

[ , ]a b  ซ่ึง ( ) ( )F x f x  แล้ว 

   ( ) ( ) ( )
b

a

f x dx F b F a  

 

ทฤษฎีบทหลักมูลของแคลคูลัส เป็นทฤษฎีบทที่สำคัญอย่างยิ่งในการหาค่าปริพันธ์จำกัดเขต 
f  บนช่วงปิด [ , ]a b  โดยมีหลักการดังนี้ 

1. หาปฏิยานุพันธ์ F  ของฟังก์ชัน f  

2. คำนวณค่า ( ) ( )F b F a  



234 | บทที่ 7 ปริพันธ์จำกัดเขตและการประยุกต์  2-212-103 แคลคูลัส 1 

หมายเหตุ  ในการหาค่า ( ) ( )F b F a  อาจจะใช้สัญลักษณ์ ( )
b

a
F x  หรือ ( )

b

a
F x  แทน

สัญลักษณ์ ( ) ( )F b F a  

 

สมบัติบางประการของปริพันธ์จำกัดเขต 

ให้ f  และ g  เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องบนช่วง [ , ]a b  

1. ( ) 0
a

a

f x dx  

2. ( ) ( )
b a

a b

f x dx f x dx  

3. ( ) ( )
b b

a a

kf x dx k f x dx    เมื่อ k  เป็นค่าคงตัวใด ๆ 

4. ( ) ( ) ( ) ( )
b b b

a a a

f x g x dx f x dx g x dx  

5. ถ้า a c b  แล้ว 

   ( ) ( ) ( )
b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx  

6. ถ้า ( ) 0f x  ทุกค่า [ , ]x a b  แล้ว 

   ( ) 0
b

a

f x dx  

7. ถ้า ( ) ( )f x g x  ทุกค่า [ , ]x a b  แล้ว 

   ( ) ( )
b b

a a

f x dx g x dx  

 

การหาปริพันธ์จำกัดเขต แสดงได้ดังตัวอย่างต่อไปนี้ 
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ตัวอย่าง 7.1 จงหาค่าของ 
3

2

1

( 2 3)x x dx  

วิธีทำ  
3

2

1

( 2 3)x x dx  

3
3

2

1

3
3

x
x x  

   
3 3

2 23 1
3 3(3) 1 3(1)

3 3
 

   
1

(9 9 27) 1 3
3

 

   
1

9 2
3

 

   
5

9
3

 

   
22

3
 ◼ 

 

ตัวอย่าง 7.2 จงหาค่าของ 
2

0

( 3 )x xe dx  

วิธีทำ   
2

0

( 3 )x xe dx  

2

0

3

ln 3

x
xe  

   
2 0

2 03 3

ln 3 ln 3
e e  

   2 9 1
1

ln 3 ln 3
e  

   2 9 1
1

ln 3 ln 3
e  

   2 8
1
ln 3

e  ◼ 
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ในการหาปริพันธ์จำกัดเขต ( )
b

a

f x dx  โดยอาศัยวิธีการหาปริพันธ์โดยการแทนค่า ผู้เรียน

สามารถทำได้ 2 วิธี คือ 

 
วิธีที่ 1 หาค่าปริพันธ์ไม่จำกัดเขต ( )f x dx  โดยวิธีการหาปริพันธ์โดยการแทนค่าก่อน แล้วจึงใช้

ทฤษฎีบทหลักมูลของแคลคูลัส หาค่าปริพันธ์ไมจ่ำกัดเขต ดังนั้น 

  ( ) ( )
b b

a
a

f x dx f x dx  

วิธีที่ 2 หาค่าปริพันธ์จำกัดเขต ( ( )) ( )
b

a

f g x g x dx  โดยวิธีการหาปริพันธ์โดยการแทนค่า โดยให้ 

( )u g x  จะได้ ( )du g x dx  

เนื่องจากตัวแปรที่ใช้ในการหาปริพันธ์คือ u  ดังนั้นจะต้อง “เปลี่ยนขอบเขตของการหาปริพันธ์” ด้วย 

- ขอบเขตล่างของการหาปริพันธ์ คือ x a    เปลี่ยนเป็น ( )u g a  

- ขอบเขตบนของการหาปริพันธ์ คือ x b     เปลี่ยนเป็น ( )u g b  

ดังนั้น 

  
( )

( )

( ( )) ( ) ( )
g bb

a g a

f g x g x dx f u du  

แสดงได้ดังตัวอย่างต่อไปนี้ 
 

ตัวอย่าง 7.3 จงหาค่าของ 
2

2 5

1

( 2)x x dx  

วิธีที่ 1 ให้ 2 2u x  จะได้ 2( 2)d x  2x dx  

  21
( 2)

2
d x  x dx  

ดังนั้น 2 5( 2)x x dx  2 5( 2) ( )x x dx  

   2 5 21
( 2) ( 2)

2
x d x  
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  2 5( 2)x x dx  2 5 21
( 2) ( 2)

2
x d x  

   
2 61 ( 2)

2 6

x
c  

   2 61
( 2)

12
x c  

จะได้ว่า 
2

2 5

1

( 2)x x dx  
2

2 6

1

1
( 2)

12
x  

   2 6 2 61
(2 2) (1 2)

12
 

   6 61
(4 2) (1 2)

12
 

   6 61
2 ( 1)

12
 

   
1
(64 1)

12
 

   
63

12
 

   
21

4
 ◼ 

วิธีที่ 2 ให้ 2 2u x  จะได้ du  2x dx  

  
1

2
du  x dx  

ขอบเขตล่างของการหาปริพันธ์ คือ 1x  เปลี่ยนเป็น 21 2 1 2 1u  

ขอบเขตบนของการหาปริพันธ์ คือ 2x  เปลี่ยนเป็น 22 2 4 2 2u  

ดังนั้น 
2

2 5

1

( 2)x x dx  
2

2 5

1

( 2) ( )x x dx  

   
2

5

1

1

2
u du  

   
2

5

1

1

2
u du  

   
2

6

1

1 1

2 6
u  

สูตร 2, 2nu du u x  

สูตร nu du  
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2

2 5

1

( 2)x x dx  6 61
2 ( 1)

12
 

   
1
64 1

12
 

   
63

12
 

   
21

4
 ◼ 

 

ตัวอย่าง 7.4 จงหาค่าของ 
/2

(sin2 cos2 )d  

วิธีที่ 1 ให้ 2u  จะได้ (2 )d  2d  

  
1
(2 )

2
d  d  

ดังนั้น (sin2 cos2 )d  
1

(sin2 cos2 ) (2 )
2
d  

   
1
(sin2 cos2 ) (2 )

2
d  

   
1

cos2 sin2
2

c  

จะได้ว่า 
/2

(sin2 cos2 )d  
/2

1
cos2 sin2

2
 

   
1
( cos2 sin2 ) ( cos sin )

2
 

   
1
( 1 0) ( ( 1) 0)

2
 

   
1
( 1 1)
2

 

   
2

2
 

   1  ◼ 

  

สูตร sin , cos , 2udu udu u  



2-212-103 แคลคูลัส 1  บทที่ 7 ปริพันธ์จำกัดเขตและการประยุกต์ | 239 

วิธีที่ 2 ให้ 2u  จะได้ du  2d  

  
1

2
du  d  

ขอบเขตล่างของการหาปริพันธ์ คือ 
2

  เปลี่ยนเป็น 2

2
u  

ขอบเขตบนของการหาปริพันธ์ คือ     เปลี่ยนเป็น 2u  

ดังนั้น 
/2

(sin2 cos2 )d  
2

1
(sin cos )

2
u u du  

   
2
1
(sin cos )

2
u u du  

   
21

cos sin
2

u u  

   
1
( cos2 sin2 ) ( cos sin )

2
 

   
1
( 1 0) ( ( 1) 0)

2
 

   
1
( 1 1)
2

 

   
2

2
 

   1  ◼ 

 

นอกจากการหาปริพันธ์จำกัดเขตโดยสูตรพื้นฐานแล้ว ผู้เรียนยังสามารถหาปริพันธ์จำกัดเขต
โดยใช้เทคนิคการหาปริพันธ์ได้เช่นเดียวกัน ดังตัวอย่างต่อไปนี้ 
 

ตัวอย่าง 7.5 จงหาค่าของ 
1

2 2

0

xx e dx  

วิธีทำ ให้ 2u x  และ 2xdv e dx  โดยการหาปริพันธ์ทีละส่วนโดยใช้ตาราง 

สูตร sin , cosudu udu  
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2 2

2

2

2

1
2

2
1

2
4
1

0
8

x

x

x

x

D I

x e

x e

e

e

 

ดังนั้น 2 2xx e dx  2 2 2 21 1 1
2 2

2 4 8
x x xx e x e e c  

   2 2 2 21 1 1

2 2 4
x x xx e xe e c  

จะได้ว่า 
1

2 2

0

xx e dx  

1

2 2 2 2

0

1 1 1

2 2 4
x x xx e xe e  

   2 2(1) 2(1) 2(1)1 1 1
(1) (1)
2 2 4

e e e  

          2 2(0) 2(0) 2(0)1 1 1
(0) (0)
2 2 4

e e e  

   2 2 21 1 1 1
0 0 (1)

2 2 4 4
e e e  

   21 1

4 4
e  

   21
( 1)
4
e  ◼ 

 

ตัวอย่าง 7.6 จงหาค่าของ 
/2

2 3

0

sin cosx x dx  

วิธีทำ ให้ sinu x  จะได้ (sin ) cosd x x dx  ดังนั้น 

   2 3sin cosx x dx  2 2sin cos (cos )x x x dx  

   2 2sin (1 sin ) (sin )x x d x  

   2 4(sin sin ) (sin )x x d x  

   
3 5sin sin

3 5

x x
c  

+ 

– 

+ 

สูตร , sinnu du u x  
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จะได้ว่า 
/2

2 3

0

sin cosx x dx  

/2
3 5

0

sin sin

3 5

x x
 

   

3 5
3 5sin sin sin 0 sin 02 2

3 5 3 5
 

   
3 5 3 51 1 0 0

3 5 3 5
 

   
1 1

3 5
 

   
2

15
 ◼ 

 

ในการประยุกต์ปริพันธ์ของฟังก์ชัน จะนำความรู้ที ่ได้จากการหาปริพันธ์จำกัดเขต มา
ประยุกต์เพ่ือหาพ้ืนที่ระหว่างเส้นโค้ง รวมถึงการประยุกต์เพ่ือหาปริมาตรที่เกิดจากการหมุนบริเวณใน
ระนาบที่กำหนด รอบเส้นตรงที่เป็นแกนหมุน 

 

7.2 พื้นที่ระหว่างเส้นโค้ง (Area of a region between curve) 

จากหัวข้อที่ผ่านมา การหาค่าปริพันธ์ ( )
b

a

f x dx  สามารถกล่าวได้อีกนัยหนึ่งว่าเป็นการหา

พื้นที่ระหว่างฟังก์ชัน f  กับแกน X  ที่อยู่ในช่วง x a  ถึง x b  ในหัวข้อนี้จะศึกษาการหา

พ้ืนทีร่ะหว่างเส้นโค้ง 2 เส้น ดังนี้ 

 

7.2.1 พื้นที่ระหว่างเส้นโค้ง y = f(x) และ y = g(x) 

ในการหาพื ้นที่ที ่อยู ่ระหว่างเส้นโค้ง ( )y f x  และ ( )y g x  จะพิจารณา

ฟังก์ชัน f  และ g  ที่ต่อเนื่องบนช่วงปิด [ , ]a b  เมื่อ ( ) ( )f x g x  ทุก a x b  และให้ R  

เป็นบริเวณท่ีถูกปิดล้อม ดังรูป 7.2(1) 
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 (1) (2) 

รูป 7.2 กราฟแสดงการแบ่งบริเวณ R  ออกเป็นสี่เหลี่ยมผืนผ้าแนวตั้ง n  ชิ้น 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

จะทำการหาบร ิ เวณ R  โดยแบ ่งบร ิ เวณ R  ออกเป ็นส ี ่ เหล ี ่ยมผ ืนผ ้า  n  ชิ้น ให้  

0 1
{ , , , }

n
P x x x  เป็นผลแบ่งก้ันบนช่วงปิด [ , ]a b  ให้ 

i
x  เป็นความยาวบนช่วงปิด 

1
[ , ]
i i
x x  

และ 
i
t  เป็นค่าที่อยู่ในช่วงปิด 

1
[ , ]
i i
x x  ดังรูป 7.2(2) ให้ 

i
A  เป็นพื้นที่ของรูปสี่เหลี่ยมผืนผ้าใด ๆ 

ดังนั้น 

 
i
A  =    สูง  กว้าง 

  ( ) ( )
i i i

f t g t x  

สามารถประมาณค่าพ้ืนทีบ่ริเวณ R  ด้วยผลรวมของสี่เหลี่ยมผืนผ้าใด ๆ n  ชิ้น 

 A  
1

n

i
i

A  

  
1

( ) ( )
n

i i i
i

f t g t x  (ผลบวกรีมันน์) 

ให้ *

1 2
max{ , , , }

n
x x x x  เมื่อ * 0x  จะได้ว่าผลบวกรีมันน์ข้างต้นลู่เข้าสู่ค่าที่

แท้จริง นั่นคือ 

 A  
*

*

0 1

lim ( ) ( )
n

i i
x i

f t g t x  

  ( ) ( )
b

a

f x g x dx  

จะนิยามพ้ืนที่ระหว่างเส้นโค้ง ( )y f x  และ ( )y g x  ดังบทนิยาม 7.3 
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บทนิยาม 7.3 ให้ f  และ g  เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องบนช่วงปิด [ , ]a b  เมื่อ ( ) ( )f x g x  สำหรับ 

a x b  พื้นที่ (area) ของบริเวณที่ล้อมรอบด้วยเส้นโค้ง ( )y f x  และ ( )y g x  จาก a  

ถึง b  นิยามโดย 

   ( ) ( )
b

a

A f x g x dx  

 
หมายเหตุ ให้ ( ) ( )f x g x  สำหรับ a x b  

 1. ถ้า ( ) 0f x  แต่ ( ) 0g x  สำหรับ a x b  แสดงไดดั้งรูป 7.3 

    

 (1) (2) (3) 

รูป 7.3 กราฟแสดงพ้ืนที ่เมื่อ ( ) 0f x  แต่ ( ) 0g x  

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

  จะได้ว่า A  
1 2
A A  

    ( ) 0 0 ( )
b b

a a

f x dx g x dx  

    ( ) ( )
b b

a a

f x dx g x dx  

    ( ) ( )
b

a

f x g x dx  

 2. ถ้า ( ) 0f x  และ ( ) 0g x  สำหรับ a x b  แสดงไดดั้งรูป 7.4 
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 (1) (2) (3) 

รูป 7.4 กราฟแสดงพ้ืนทีเ่มื่อ ( ) 0f x  และ ( ) 0g x  

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

  จะได้ว่า A  
2 1
A A  

    0 ( ) 0 ( )
b b

a a

g x dx f x dx  

    ( ) ( )
b b

a a

g x dx f x dx  

    ( ) ( )
b

a

f x g x dx  

จากบทนิยาม 7.3 จะเห็นว่าในการหาพื้นที่ระหว่างเส้นโค้ง สามารถใช้ไดก้ับทุกฟังก์ชันที่อยู่ในเงื่อนไข 

( ) ( )f x g x  สำหรับ a x b  

 
สรุปการหาพื้นที่ระหว่างเส้นโค้ง ( )y f x  และ ( )y g x  สำหรับ a x b  

1. วาดกราฟของฟังก์ชันที่กำหนดให้ เพ่ือกำหนดขอบเขตของบริเวณ R  

2. สร้างแท่งสี่เหลี่ยมผืนผ้า ตั้งฉากกับแกน X  โดยมีความกว้างเท่ากับ dx  ด้านบนของแท่ง

สี่เหลี่ยมคือเส้นโค้ง ( )y f x  และด้านล่างของแท่งสี่เหลี่ยมคือเส้นโค้ง ( )y g x  ดังนั้น

จะได้ความสูงของแท่งสี่เหลี่ยมคือ ( ) ( )f x g x  

3. หาขอบเขตของการหาปริพันธ์ โดยการเลื่อนแท่งสี่เหลี ่ยมจากซ้ายไปขวา  เมื่อขอบเขต

ด้านซ้ายสุดของการหาปริพันธ์ คือเส้นตรง x a  และขอบเขตด้านขวาสุดของการหา
ปริพันธ์ คือเส้นตรง x b  แสดงดังรูป 7.5 
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รูป 7.5 กราฟแสดงการกำหนดขอบเขตของการหาพื้นที่ระหว่าง 

เส้นโค้ง ( )y f x  และ ( )y g x  

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

 ดังนั้น พ้ืนที่ของบริเวณ R  คือ ( ) ( )
b

a

A f x g x dx  

4. กรณคีวามสูงของแท่งสี่เหลี่ยมมีการเปลี่ยนจาก ( ) ( )f x g x  จะต้องทำการแบ่งพ้ืนที่ในการ

หาปริพันธ์ โดยทำซ้ำในข้ันตอนที่ 1 – 3 

 

การหาพ้ืนที่ระหว่างเส้นโค้ง ( )y f x  และ ( )y g x  แสดงได้ดังตัวอย่างต่อไปนี้ 
 
ตัวอย่าง 7.7 จงหาพื้นที่ท่ีล้อมรอบด้วยเส้นโค้ง 2y x  เส้นตรง 3x  และแกน X  

วิธีทำ ให้ R  เป็นบริเวณท่ีอยู่ระหว่างเส้นโค้ง 2y x  เส้นตรง 3x  และแกน X  

 2y x  เป็นพาราโบลาลักษณะหงาย จุดยอดอยู่ที ่(0,0)  

 3x  เป็นเส้นตรงที่ตั้งฉากกับแกน X  ที่จุด 3x  

หาจุดตัดกราฟ 2y x  และ 3x  

 ที่ 3x  จะได้ 9y  ดังนั้นจุดตัดกราฟคือ (3,9)  

จะได้ว่าบริเวณ R  สามารถเขียนกราฟได้ดังรูป 7.6(1) 
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 (1) (2) 

รูป 7.6 กราฟแสดงพ้ืนที่ที่ล้อมรอบด้วยเส้นโค้ง 2y x  เส้นตรง 3x  และแกน X  

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

 ทำการสร้างแท่งสี่เหลี่ยมผืนผ้าตั้งฉากกับแกน X  กำหนดขอบเขตการหาปริพันธ์ โดย
ขอบเขตด้านซ้ายคือ 0x  และขอบเขตด้านขวาคือ 3x  ดังรูป 7.6(2) ดังนั้น พื้นที่

บริเวณ R  คือ 

  A  
3

2

0

0x dx  

   
3

2

0

x dx  

   
3

3

0
3

x
 

   
3 33 0

3 3
 

   27
0

3
 

   9    ตารางหน่วย ◼ 

 

ตัวอย่าง 7.8 จงหาพื้นที่ท่ีล้อมรอบด้วยเส้นโค้ง 2 1y x  และเส้นตรง 1y x   

วิธีทำ ให้ R  เป็นบริเวณท่ีอยู่ระหว่างเส้นโค้ง 2 1y x  เส้นตรง 1y x  

 2 1y x  เป็นพาราโบลาลักษณะหงาย จุดยอดอยู่ที่ (0, 1) 
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 1y x  เป็นเส้นตรงที่ตัดแกน X  ที่จุด 1x  และแกน Y  ที่จุด 1y  

หาจุดตัดกราฟ 2 1y x  และ 1y x  

  2 1x  1x  

  2 2x x  0  

  ( 1)( 2)x x  0  

  x  1, 2  

 ที่ 1x  จะได้ 2y  ดังนั้นจุดตัดกราฟคือ ( 1,2)  

 ที่ 2x  จะได้ 3y  ดังนั้นจุดตัดกราฟคือ (2,3)  

จะได้ว่า บริเวณ R  สามารถเขียนกราฟได้ดังรูป 7.7(1) 

   

 (1) (2) 

รูป 7.7 กราฟแสดงพ้ืนที่ที่ล้อมรอบด้วยเส้นโค้ง 2 1y x  และเส้นตรง 1y x   

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

 ทำการสร้างแท่งสี่เหลี่ยมผืนผ้าตั้งฉากกับแกน X  กำหนดขอบเขตการหาปริพันธ์ โดย
ขอบเขตด้านซ้ายคือ 1x  และขอบเขตด้านขวาคือ 2x  รูป 7.7(2) ดังนั้น พื้นที่

บริเวณ R  คือ 

  A  
2

2

1

( 1) ( 1)x x dx  

   
2

2

1

1 1x x dx  
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  A  
2

2

1

2x x dx  

   

2
2 3

1

2
2 3

x x
x  

   
2 3 2 32 2 ( 1) ( 1)
2(2) 2( 1)

2 3 2 3
 

   
4 8 1 1
4 2

2 3 2 3
 

   
8 1 1

2 4 2
3 2 3

 

   
9 1

8
3 2

 

   
1

8 3
2

 

   1
5
2

 

   
9

2
   ตารางหน่วย ◼ 

 

ตัวอย่าง 7.9 จงหาพื้นที่ที ่ล้อมรอบด้วยเส้นโค้ง 2y x  เส้นโค้ง 2 8 16y x x  และ

แกน X   

วิธีทำ ให้ R  เป็นบริเวณท่ีอยู่ระหว่างเส้นโค้ง 2y x  เส้นโค้ง 2 8 16y x x  แกน X  

 2y x  เป็นพาราโบลาลักษณะหงาย จุดยอดอยู่ที่ (0,0)  

 2 8 16y x x  เป็นพาราโบลาลักษณะหงาย จุดยอดอยู่ที่ (4,0)  

หาจุดตัดกราฟ 2y x  และ 2 8 16y x x  

  2x  2 8 16x x  

  8x  16  

  x  2  

 ที่ 2x  จะได้ 4y  ดังนั้นจุดตัดกราฟคือ (2,4)  

จะได้ว่า บริเวณ R  สามารถเขียนกราฟได้รูป 7.8(1) 
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 (1) (2) 

รูป 7.8 กราฟแสดงพ้ืนที่ที่ล้อมรอบด้วยเส้นโค้ง 2y x  เส้นโค้ง 2 8 16y x x  

และแกน X  

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

 เนื่องจากบริเวณ R  ไม่สามารถหาปริพันธ์ได้โดยตรง จะต้องทำการแบ่งพ้ืนที่ออกเป็น 2 

ส ่วน ค ือ 
1
R  และ 

2
R  โดยม ีจ ุดแบ ่งพ ื ้นท ี ่  ค ือเส ้นตรง 2x  ทำการสร ้างแท่ง

สี่เหลี่ยมผืนผ้าตั้งฉากกับแกน X  กำหนดขอบเขตการหาปริพันธ์ 
 บริเวณ 

1
R  ขอบเขตด้านซ้ายคือ 0x  และขอบเขตด้านขวาคือ 2x  

 บริเวณ 
2
R  ขอบเขตด้านซ้ายคือ 2x  และขอบเขตด้านขวาคือ 4x  

ดังรูป 7.8(2) ดังนั้น พ้ืนที่บริเวณ R  คือ 

  A  = พ้ืนทีบ่ริเวณ 
1
R  พ้ืนที่บริเวณ 

2
R  

   
2 4

2 2

0 2

( 0) ( 8 16 0)x dx x x dx  

   
2 4

2 2

0 2

( 8 16)x dx x x dx  

   

2 4
3 3 2

0 2

8
16

3 3 2

x x x
x  

   
3 3 3 3

2 22 0 4 2
4(4) 16(4) 4(2) 16(2)

3 3 3 3
 

   
8 64 8

64 64 16 32
3 3 3
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  A  
8 64 8

16
3 3 3

 

   
8 64 8

16
3 3 3

 

   64
16

3
 

   
16

3
   ตารางหน่วย ◼ 

 

7.2.2 พื้นที่ระหว่างเส้นโค้ง x = f(y) และ x = g(y) 

ในบางกรณี การหาพื้นที่บริเวณ R  โดยการหาปริพันธ์เทียบตัวแปร x  นั้นทำได้
ยาก เนื่องจากมีความซับซ้อนของฟังก์ชัน หรือมีการแบ่งพื้นที่ในการหาปริพันธ์ออกเป็นหลายส่วน 
ดังนั้นจะทำการเปลี่ยนจากการหาปริพันธ์เทียบตัวแปร x  ให้อยู่ในรูปปริพันธ์เทียบตัวแปร y  

ให ้  f  และ g  เป ็นฟ ังก ์ช ันต ่อเน ื ่องบนช ่วงป ิด [ , ]a b  เม ื ่อ ( ) ( )f y g y  สำหรับ 

c y d  และให้ R  เป็นบริเวณท่ีถูกปิดล้อม ดังรูป 7.9(1) 

   

 (1) (2) 

รูป 7.9 กราฟแสดงการแบ่งบริเวณ R  ออกเป็นสี่เหลี่ยมผืนผ้าแนวนอน n  ชิ้น 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

จะทำการหาบร ิ เวณ R  โดยแบ ่งบร ิ เวณ R  ออกเป ็นส ี ่ เหล ี ่ยมผ ืนผ ้า n  ช ิ ้น ให้  

1 2 1
{ , , , }

n
P y y y  เป ็นผลแบ่งก ั ้นบนช่วงปิด [ , ]c d  ให ้ 

i
y  เป ็นความยาวบนช่วงปิด 

1
[ , ]
i i
y y  และ 

i
t  เป ็นค่าที ่อย ู ่ ในช่วงปิด 

1
[ , ]
i i
y y  ด ังร ูป 7.9(2) ให ้ 

i
A  เป ็นพื ้นที ่ของรูป

สี่เหลี่ยมผืนผ้าใด ๆ ดังนั้น 
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i
A  =    ยาว  กว้าง 

  ( ) ( )
i i i

f t g t y  

สามารถประมาณค่าพ้ืนที่บริเวณ R  ด้วยผลรวมของสี่เหลี่ยมผืนผ้าใด ๆ n  ชิ้น 

 A  
1

n

i
i

A  

  
1

( ) ( )
n

i i i
i

f t g t y  (ผลบวกรีมันน์) 

ให้ *

1 2
max{ , , , }

n
y y y y  เมื่อ * 0y  จะได้ว่าผลบวกรีมันน์ข้างต้นลู่เข้าสู่ค่าที่

แท้จริง นั่นคือ 

 A  
*

*

0 1

lim ( ) ( )
n

i i
y i

f t g t y  

  ( ) ( )
d

c

f y g y dy  

จะนิยามพ้ืนที่ระหว่างเส้นโค้ง ( )x f y  และ ( )x g y  ดังบทนิยาม 7.4 

 

บทนิยาม 7.4 ให้ f  และ g  เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องบนช่วงปิด [ , ]c d  เมื่อ ( ) ( )f y g y  สำหรับ 

c y d  พื้นที่ของบริเวณที่ล้อมรอบด้วยเส้นโค้ง ( )x f y  และ ( )x g y  จาก c  ถึง d  

นิยามโดย 

   ( ) ( )
d

c

A f y g y dy  

 
สรุปการหาพื้นที่ระหว่างเส้นโค้ง ( )x f y  และ ( )x g y  สำหรับ c x d  

1. วาดกราฟของฟังก์ชันที่กำหนดให้ เพ่ือกำหนดขอบเขตของบริเวณ R  

2. สร้างแท่งสี่เหลี่ยมผืนผ้า ตั้งฉากกับแกน Y  โดยมีความกว้างเท่ากับ dy  ด้านขวาของแท่ง

สี่เหลี่ยมคือเส้นโค้ง ( )x f y  และด้านซ้ายของแท่งสี่เหลี่ยมคือเส้นโค้ง ( )x g y  ดังนั้น

จะได้ความยาวของแท่งสี่เหลี่ยมคือ ( ) ( )f y g y  

3. หาขอบเขตของการหาปริพันธ์ โดยการเลื่อนแท่งสี่เหลี่ยมจากล่างขึ้นบน เมื่อขอบเขตด้าน

ล่างสุดของการหาปริพันธ์ คือเส้นตรง y c  และขอบเขตด้านบนสุดของการหาปริพันธ์ คือ

เส้นตรง y d  แสดงดังรูป 7.10 
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รูป 7.10 กราฟแสดงการกำหนดขอบเขตของการหาพื้นที่ระหว่าง 

เส้นโค้ง ( )x f y  และ ( )x g y  

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

 ดังนั้น พ้ืนที่ของบริเวณ R  คือ ( ) ( )
d

c

A f y g y dy  

4. กรณีความยาวของแท่งสี่เหลี่ยมมีการเปลี่ยนจาก ( ) ( )f y g y  จะต้องทำการแบ่งพื้นที่ใน

การหาปริพันธ์ โดยทำซ้ำในข้ันตอนที่ 1 – 3 

 

การหาพ้ืนที่ระหว่างเส้นโค้ง ( )x f y  และ ( )x g y  แสดงได้ดังตัวอย่างต่อไปนี้ 
 

ตัวอย่าง 7.10 จงหาพื้นที่ที่ล้อมรอบด้วยเส้นโค้ง 2 2y x  เส้นตรง 1, 2y y  และ

แกน Y  

วิธีทำ ให้ R  เป็นบริเวณท่ีอยู่ระหว่างเส้นโค้ง 2 2y x  เส้นตรง 1, 2y y  แกน Y  

 2 2y x  เป็นพาราโบลาลักษณะเปิดขวา จุดยอดอยู่ที่ (2,0)  

 1y  เป็นเส้นตรงที่ตั้งฉากแกน Y  และตัดแกน Y  ที่จุด 1y  

 2y  เป็นเส้นตรงที่ตั้งฉากแกน Y  และตัดแกน Y  ที่จุด 2y  

หาจุดตัดกราฟ 2 2y x  และ 1, 2y y  

 ที่ 1y  จะได้ 3x  ดังนั้นจุดตัดกราฟคือ (3, 1) 

 ที่ 2y  จะได้ 6x  ดังนั้นจุดตัดกราฟคือ (6,2) 
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จะได้ว่าบริเวณ R  สามารถเขียนกราฟได้ดังรูป 7.11(1) 

   

รูป 7.11 กราฟแสดงพ้ืนที่ที่ล้อมรอบด้วยเส้นโค้ง 2 2y x  เส้นตรง 1, 2y y  

และแกน Y  

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

 เนื่องจากการหาพื้นที่บริเวณ R  โดยการหาปริพันธ์เทียบตัวแปร x  นั้น จะต้องทำการ
แบ่งบริเวณ R  เป็น 3 ส่วน ซึ่งยุ่งยากต่อการหา ดังนั้น จะหาพื้นที่บริเวณ R  โดยการหา

ปริพันธ์เทียบตัวแปร y  แทน 

 ทำการสร้างแท่งสี่เหลี่ยมผืนผ้าตั้งฉากกับแกน Y  กำหนดขอบเขตการหาปริพันธ์ โดย
ขอบเขตด้านล่างคือ 1y  และขอบเขตด้านบนคือ 2y  ดังรูป 7.11(2) ดังนั้น พ้ืนที่

บริเวณ R  คือ 

  A  
2

2

1

( 2) 0y dy  

   
2

2

1

( 2)y dy  

   
2

3

1

2
3

y
y  

   
3 32 ( 1)
2(2) 2( 1)

3 3
 

   8 1
4 2

3 3
 

   8 1
4 2

3 3
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  A  9
6

3
 

   3 6  

   9    ตารางหน่วย ◼ 

 

ตัวอย่าง 7.11 จงหาพื้นที่ท่ีล้อมรอบด้วยเส้นโค้ง 2x y  และ 24 3x y   

วิธีทำ ให้ R  เป็นบริเวณท่ีอยู่ระหว่างเส้นโค้ง 2x y  และ 24 3x y  

 2x y  เป็นพาราโบลาลักษณะเปิดขวา จุดยอดอยู่ที่ (0,0)  

 24 3x y  เป็นพาราโบลาลักษณะเปิดซ้าย จุดยอดอยู่ที่ (4,0) 

หาจุดตัดกราฟ 2x y  และ 24 3x y  

  2y  24 3y  

  24y  4  

  2y  1  

  y  1, 1  

 ที่ 1y  จะได้ 1x  ดังนั้นจุดตัดกราฟคือ (1, 1)  

 ที่ 1y  จะได้ 1x  ดังนั้นจุดตัดกราฟคือ (1,1) 

จะได้ว่าบริเวณ R  สามารถเขียนกราฟได้ดังรูป 7.12(1) 

   

รูป 7.12 กราฟแสดงพ้ืนที่ที่ล้อมรอบด้วยเส้นโค้ง 2x y  และ 24 3x y  

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 
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 เนื่องจากการหาพื้นที่บริเวณ R  โดยการหาปริพันธ์เทียบตัวแปร x  นั้น จะต้องทำการ
แบ่งบริเวณ R  เป็น 2 ส่วน ซึ่งยุ่งยากต่อการหา ดังนั้น จะหาพื้นที่บริเวณ R  โดยการหา

ปริพันธ์เทียบตัวแปร y  แทน 

 ทำการสร้างแท่งสี่เหลี่ยมผืนผ้าตั้งฉากกับแกน Y  กำหนดขอบเขตการหาปริพันธ์ โดย
ขอบเขตด้านล่างคือ 1y  และขอบเขตด้านบนคือ 1y  ดังรูป 7.12(2) ดังนั้น พ้ืนที่

บริเวณ R  คือ 

  A  
1

2 2

1

(4 3 )y y dy  

   
1

2

1

(4 4 )y dy  

   

1
3

1

4
4

3

y
y  

   
3 34(1) 4( 1)

4(1) 4( 1)
3 3

 

   4 4
4 4
3 3

 

   4 4
4 4
3 3

 

   
8

8
3

 

   
16

3
   ตารางหน่วย ◼ 
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7.3 การหาปริมาตรที่เกิดจากการหมุน (Volume of solid of revolution) 

ให้ R  เป็นบริเวณในระนาบ เมื่อทำการหมุนบริเวณ R  รอบเส้นตรงที่ขนานแกน 
X  หรือรอบเส้นตรงที่ขนานแกน Y  ในที่นี้จะเรียกเส้นตรงนี้ว่าแกนหมุน (axis of revolution) 

จะทำให้เกิดรูปทรงสามมิต ิ

ในการหาปริมาตรของรูปทรงสามมิติที่เกิดจากการหมุนดังข้างต้น จะมีวิธีในการหา 2 วิธี คือ 

1. วิธีแบบจาน (disk method) 

2. วิธีแบบเปลือกทรงกระบอก (cylindrical shell method) 

7.3.1 การหาปริมาตรของรูปทรงสามมิติที่เกิดจากการหมุนโดยวิธีแบบจาน 

ในการหาปริมาตรของรูปทรงสามมิติที่เกิดจากการหมุนโดยวิธีแบบจาน จะเป็นการ
แบ่งรูปทรงสามมิติที่เกิดจากการหมุนออกเป็นหลาย ๆ ส่วน โดยในแต่ละส่วนจะอยู่ในรูปจานย่อย ๆ 
เมื่อนำจานย่อย ๆ มารวมกันจะได้ปริมาตรของรูปทรงสามมิต ิ

ให้ f  เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องบนช่วงปิด [ , ]a b  เมื่อ ( ) 0f x  สำหรับ a x b  และให้ 

R  เป็นบริเวณที่ถูกปิดล้อมระหว่างเส้นโค้ง ( )y f x  และแกน X  สำหรับ a x b  ดังรูป 

7.13(1) ทำการหมุนบริเวณ R  รอบแกน X  จะได้รูปทรงสามมิติดังรูป 7.13(2) 

   

 (1) (2) 

รูป 7.13 กราฟแสดงการหมุนบริเวณ R  รอบแกน X  โดยวิธีแบบจาน 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

จะทำการหาปริมาตรของรูปทรงสามมิติที่เกิดจากการหมุนบริเวณ R  ทำได้โดยเริ่มต้นแบ่ง
บริเวณ R  ออกเป็นสี่เหลี่ยมผืนผ้า n  ชิ้น ให้ 

1 2 1
{ , , , }

n
P x x x  เป็นผลแบ่งกั้นบนช่วงปิด 

[ , ]a b  ให้ 
i
x  เป็นความยาวบนช่วงปิด 

1
[ , ]
i i
x x  และ 

i
t  เป็นค่าที่อยู่ในช่วงปิด 

1
[ , ]
i i
x x  จะได้

ว่ารูปสี่เหลี่ยมผืนผ้าใด ๆ จะมีความกว้างคือ 
i
x  และความสูงคือ ( )

i
f t  
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เมื่อทำการหมุนรูปสี่เหลี่ยมผืนผ้าใด ๆ รอบแกน X  จะได้แผ่นจานที่มีรัศมีคือ ( )
i

f t  และมี

ความหนาคือ 
i
x  ดังรูป 7.14 

  

รูป 7.14 กราฟแสดงแผ่นจานที่มีรัศมี ( )
i

f t  และมีความหนา 
i
x  

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

ให้ 
i
V  เป็นปริมาตรของจานใด ๆ จะได้ว่า 

 
i
V    (รัศม)ี2  (ความหนา) 

  
2

( )
i i

f t x  

สามารถประมาณค่าปริมาตรของรูปทรงสามมิติที ่เกิดจากการหมุนบริเวณ R  ด้วยผลรวมของ

ปริมาตรจานใด ๆ n  ชิ้น 

 V  
1

n

i
i

V  

  
2

1

( )
n

i i
i

f t x  

ให้ *

1 2
max{ , , , }

n
x x x x  เมื ่อ * 0x  จะได้ว่าปริมาตรข้างต้นลู ่เข้าสู ่ค ่าที่

แท้จริง นั่นคือ 

 V  
*

2
*

0 1

lim ( )
n

i
x i

f t x  

  
2

( )
b

a

f x dx  

  
2

( )
b

a

f x dx  
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เนื่องจากปริมาตรที่ได้ เกิดจากผลรวมของปริมาตรของแผ่นจานย่อย ๆ จึงเรียกวิธีนี้ว่าวิธีแบบจาน 
(disk method) 

ในกรณีที่ R  เป็นบริเวณที่อยู่ระหว่างเส้นโค้ง ( )y f x  และ ( )y g x  เมื่อ f  และ g  

เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องบนช่วงปิด [ , ]a b  และ ( ) ( ) 0f x g x  สำหรับ a x b  ดังรูป 7.15(1) 

   

 (1) (2) 

 รูป 7.15 กราฟแสดงการหมุนบริเวณ R  ที่อยู่ระหว่างเส้นโค้ง ( )y f x  และ ( )y g x  

รอบแกน X  โดยวิธีแบบจาน 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

เนื่องจากปริมาตรที่เกิดจากการหมุนบริเวณ R  เป็นรูปทรงสามมิติท่ีมีช่องว่างตรงกลาง หรือ
กลวงตรงกลาง ดังรูป 7.15(2) ซ่ึงรูปทรงที่หมุนจะเป็นลักษณะคล้ายวงแหวน ดังรูป 7.16 

  

รูป 7.16 กราฟแสดงแผ่นวงแหวนที่มีรัศมี ( ) ( )f x g x  และมีความหนา dx  

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 
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สามารถหาปริมาตรของรูปทรงสามมิติที่เกิดจากการหมุนบริเวณ R  รอบแกน X  ไดด้ังนี้ 
 V  

f g
V V  

  
2 2

( ) ( )
b b

a a

f x dx g x dx  

  2 2( ( )) ( ( ))
b

a

f x g x dx  

จะเห็นว่าปริมาตรที่ได้ เกิดจากผลรวมของปริมาตรของวงแหวนย่อย ๆ จึงเรียกวิธีนี้ว่าวิธีแบบวง
แหวน (washers method) 

 

ข้อสังเกต  ในการหาปริมาตรของรูปทรงสามมิติที่เกิดจากการหมุนบริเวณ R  รอบแกน X  

โดยวิธีแบบจานนั้น ในบางครั้งรูปทรงสามมิติที่เกิดจากการหมุนอาจจะมีช่องว่าง
ตรงกลาง หรือกลวงตรงกลาง ซึ่งเป็นวงแหวน ดังนั้นจะพิจารณารัศมีของแผ่นจาน
ที่เกิดจากการหมุน โดยจุดศูนย์กลางของแผ่นจานก็คือแกนหมุนและความหนา
ของแผ่นจาน บนช่วงปิด [ , ]a b  ดังนั้นปริมาตรที่เกิดจากการหมุนบริเวณ R  รอบ

แกน X  โดยวิธีแบบจาน คือ 

  
b

a

V (รัศมีวงนอก)2 – (รัศมีวงใน)2  ความหนา 

 
ในกรณีที่แกนหมุนเป็นเส้นตรง y k  ที่ขนานกับแกน X  จะได้ว่าจุดศูนย์กลางของแผ่น

จานจะเปลี่ยนไปจากแกน X  เป็นเส้นตรง y k  ดังนั้นรัศมีวงนอกของแผ่นจานคือ ( )f x k  

และรัศมีวงในของแผ่นจานคือ ( )g x k  โดยมีความหนาคือ dx  ดังรูป 7.17 
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 (1) (2) 

รูป 7.17 กราฟแสดงการหมุนบริเวณ R  ที่อยู่ระหว่างเส้นโค้ง ( )y f x  และ ( )y g x  

รอบเส้นตรง y k  โดยวธิีแบบจาน 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

จะได้ว่าปริมาตรของรูปทรงสามมิติที่เกิดจากการหมุนบริเวณ R  รอบเส้นตรง y k  เมื่อ 

R  เป็นบริเวณที่อยู ่ระหว่างเส้นโค้ง ( )y f x  และ ( )y g x  เมื ่อ f  และ g  เป็นฟังก์ชัน

ต่อเนื่องบนช่วงปิด [ , ]a b  และ ( ) ( ) 0f x g x  สำหรับ a x b  

 V  
b

a

(รัศมีวงนอก)2 – (รัศมีวงใน)2  ความหนา 

  2 2[ ( ) ] [ ( ) ]
b

a

f x k g x k dx  

 

ในทำนองเดียวกัน ในกรณีที ่ R  เป็นบริเวณที ่อยู ่ระหว่างเส ้นโค้ง ( )x r y  และ 

( )x s y  เมื่อ r  และ s  เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องบนช่วงปิด [ , ]c d  และ ( ) ( ) 0r y s y  สำหรับ 

c y d  ดังรูป 7.18(1) 
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 (1) (2) 

 รูป 7.18 กราฟแสดงการหมุนบริเวณ R  ที่อยู่ระหว่างเส้นโค้ง ( )x r y  และ ( )x s y  

รอบเส้นตรง x h  โดยวธิีแบบจาน 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

พิจารณาการหมุนบริเวณ R  รอบเส้นตรง x h  ที่ขนานแกน Y  ดังรูป 7.18(2) จะได้

ว่ารัศมีวงนอกคือ ( )x r y h  และรัศมีวงในคือ ( )x s y h  โดยมีความหนาคือ dy  ดังรูป 

7.19 

  

รูป 7.19 กราฟแสดงแผ่นวงแหวนรัศมีวงนอก ( )x r y h  และรัศมีวงใน ( )x s y h  

และมีความหนา dy  

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

สามารถหาปริมาตรของรูปทรงสามมิติที่เกิดจากการหมุนบริเวณ R  รอบเส้นตรง x h  ที่ขนาน

แกน Y  โดยวิธีแบบจานได้ดังนี ้
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 V  
r s
V V  

  
2 2

( ) ( )
d b

c a

r y h dy s y h dy  

  2 2[ ( ) ] [ ( ) ]
d

c

r y h s y h dy  

 

สรุปการหาปริมาตรของรูปทรงสามมิติที่เกิดจากการหมุนบริเวณ R รอบแกนหมุน โดยวิธีแบบ
จาน 

1. บร ิ เวณ R  เป ็นบร ิ เวณที ่อย ู ่ระหว ่างเส ้นโค ้ง ( )y f x  และ ( )y g x  สำหรับ 

a x b  หม ุนรอบ เส ้ นตรง  y k  ท ี ่ ขนานแกน X  โดยม ี ร ั ศม ี ว งนอกคื อ 

( )y f x k  รัศมีวงในคือ ( )y g x k  และความหนาคือ dx  

 V  
b

a

(รัศมีวงนอก)2 – (รัศมีวงใน)2  ความหนา 

  2 2[ ( ) ] [ ( ) ]
b

a

f x k g x k dx  

2. บร ิ เวณ R  เป ็นบร ิ เวณที ่อย ู ่ระหว ่างเส ้นโค ้ง ( )x r y  และ ( )x s y  สำหรับ 

c y d  หม ุนรอบ เส ้ นตรง  x h  ท ี ่ ขนานแกน Y  โดยม ี ร ั ศม ี ว งนอกคื อ 

( )x r y h  รัศมีวงในคือ ( )x s y h  และความหนาคือ dy  

 V  
d

c

(รัศมีวงนอก)2 – (รัศมีวงใน)2  ความหนา 

  2 2[ ( ) ] [ ( ) ]
d

c

r y h s y h dy  

 

แสดงได้ดังตัวอย่างต่อไปนี้ 
 
ตัวอย่าง 7.12 จงหาปริมาตรของรูปทรงสามมิติที ่เกิดจากการหมุนพื้นที่ที ่ล้อมรอบด้วยเส้นโค้ง 

2 1y x  เส้นตรง 3x  แกน ,X Y  โดยหมุนรอบแกน X  

วิธีทำ ให้ R  เป็นบริเวณท่ีอยู่ระหว่างเส้นโค้ง 2 1y x  เส้นตรง 1x  แกน ,X Y  

 2 1y x  เป็นพาราโบลาลักษณะหงาย จุดยอดอยู่ที่ (0,1)  
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 3x  เป็นเส้นตรงที่ตั้งฉากกับแกน X  และตัดแกน X  ที่จุด 3x  

หาจุดตัดกราฟ 2 1y x  และ 3x  

 ที่ 3x  จะได้ 10y  ดังนั้นจุดตัดกราฟคือ (3,10) 

จะได้ว่า บริเวณ R  สามารถเขียนกราฟได้ดังรูป 7.20 

  

รูป 7.20 กราฟแสดงพ้ืนที่ที่ล้อมรอบด้วยเส้นโค้ง 2 1y x  เส้นตรง 3x  แกน ,X Y  

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

สร้างแท่งสี่เหลี่ยมผืนผ้าตั้งฉากกับแกน X  โดยหมุนรอบแกน X  ดังรูป 7.21(1) ในที่นี้ 

รัศมีวงนอกคือ 2 1y x  รัศมีวงในคือ 0 และความหนาคือ dx  ดังรูป 7.21(2) 

   

 (1) (2) 

รูป 7.21 กราฟแสดงรูปทรงสามมิติที่เกิดจากการหมุนพ้ืนที่ที่ล้อมรอบด้วย 

เส้นโค้ง 2 1y x  เส้นตรง 3x  แกน ,X Y  รอบแกน X  

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 
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ดังนั้น ปริมาตรของรูปทรงสามมิติที่เกิดจากบริเวณ R  รอบแกน X  คือ 

  V  
3

2 2 2

0

( 1) 0x dx  

   
3

2 2

0

( 1)x dx  

   
3

4 2

0

( 2 1)x x dx  

   

3
5 3

0

2

5 3

x x
x  

   
5 3 5 33 2(3) 0 2(0)

3 0
5 3 5 3

 

   
243 54

3
5 3

 

   
243

18 3
5

 

   243
21

5
 

   
348

5
   ลูกบาศกห์น่วย ◼ 

 

ตัวอย่าง 7.13 จงหาปริมาตรของรูปทรงสามมิติที ่เกิดจากการหมุนพื้นที่ที ่ล้อมรอบด้วยเส้นโค้ง 

21

3
x y  เส้นตรง 3y  และแกน Y  โดยหมุนรอบแกน Y  

วิธีทำ ให้ R  เป็นบริเวณท่ีอยู่ระหว่างเส้นโค้ง 21

3
x y  เส้นตรง 3y  และแกน Y  

 21

3
x y  เป็นพาราโบลาลักษณะเปิดขวา จุดยอดอยู่ที่ (0,0)  

 3y  เป็นเส้นตรงที่ตั้งฉากกับแกน Y  และตัดแกน Y  ที่จุด 3y  

หาจุดตัดกราฟ 21

3
x y  และ 3y  

 ที่ 3y  จะได้ 3x  ดังนั้นจุดตัดกราฟคือ (3, 3)  
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จะได้ว่า บริเวณ R  สามารถเขียนกราฟได้ดังรูป 7.22 

  

รูป 7.22 กราฟแสดงพ้ืนที่ที่ล้อมรอบด้วยเส้นโค้ง 23x y  เส้นตรง 2y  และแกน Y  

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

สร้างแท่งสี่เหลี่ยมผืนผ้าตั้งฉากกับแกน Y  โดยหมุนรอบแกน Y  ดังรูป 7.23(1) ในที่นี้ 

รัศมีวงนอกคือ 21

3
x y  รัศมีวงในคือ 0 และความหนาคือ dy  ดังรูป 7.23(2) 

   

 (1) (2) 

รูป 7.23 กราฟแสดงรูปทรงสามมิติที่เกิดจากการหมุนพ้ืนที่ที่ล้อมรอบด้วย 

เส้นโค้ง 23x y  เส้นตรง 2y  และแกน Y  รอบแกน Y  

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

ดังนั้น ปริมาตรของรูปทรงสามมิติที่เกิดจากบริเวณ R  รอบแกน Y  คือ 
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  V  
20

2 2

3

1
0

3
y dy  

   
0

4

3

1

9
y dy  

   

0
5

3
45

y
 

   
0

5

345
y  

   5 50 ( 3)
45

 

   (243)
45

 

   
27

5
   ลูกบาศก์หน่วย ◼ 

 

ตัวอย่าง 7.14 จงหาปริมาตรของรูปทรงสามมิติที ่เกิดจากการหมุนพื้นที่ที ่ล้อมรอบด้วยเส้นโค้ง 
2y x  และ 2x y  โดยหมุนรอบแกน X  และหมุนรอบแกน Y  

วิธีทำ ให้ R  เป็นบริเวณท่ีอยู่ระหว่างเส้นโค้ง 2y x  และ 2x y  

 2y x  เป็นพาราโบลาลักษณะหงาย จุดยอดอยู่ที่ (0,0)  

 2x y  เป็นพาราโบลาลักษณะเปิดขวา จุดยอดอยู่ที่ (0,0)  

หาจุดตัดกราฟ 2y x  และ 2x y  หรือ y x  

  2x  x  

  4x  x  

  4x x  0  

  3( 1)x x  0  

  x  0, 1 

 ที่ 0x  จะได้ 0y  ดังนั้นจุดตัดกราฟคือ (0,0)  

 ที่ 1x  จะได้ 1y  ดังนั้นจุดตัดกราฟคือ (1,1) 

บริเวณ R  สามารถเขียนกราฟได้ดังรูป 7.24 
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 รูป 7.24 กราฟแสดงพ้ืนทีท่ี่ล้อมรอบด้วยเส้นโค้ง 2y x  และ 2x y  

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

 กรณีรอบแกน X สร้างแท่งสี่เหลี่ยมผืนผ้าตั้งฉากกับแกน X  โดยหมุนรอบแกน X  ดังรูป 

7.25(1) ในที่นี้ รัศมีวงนอกคือ y x  รัศมีวงในคือ 2y x  และความหนาคือ dx  ดัง

รูป 7.25(2) 

   

 (1) (2) 

 รูป 7.25 กราฟแสดงรูปทรงสามมิติที่เกิดจากการหมุนพ้ืนที่ที่ล้อมรอบด้วย 

เส้นโค้ง 2y x  และ 2x y  รอบแกน X  

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

ดังนั้น ปริมาตรของรูปทรงสามมิติที่เกิดจากบริเวณ R  รอบแกน X  คือ 

  



268 | บทที่ 7 ปริพันธ์จำกัดเขตและการประยุกต์  2-212-103 แคลคูลัส 1 

  V  
1

2 2 2

0

( ) ( )x x dx  

   
1

4

0

x x dx  

   

1
2 5

0
2 5

x x
 

   
2 5 2 51 1 0 0

2 5 2 5
 

   1 1

2 5
 

   
3

10
   ลูกบาศก์หน่วย ◼ 

 กรณีรอบแกน Y สร้างแท่งสี่เหลี่ยมผืนผ้าตั้งฉากกับแกน Y  โดยหมุนรอบแกน Y  ดังรูป 

7.26(1) ในที่นี้ รัศมีวงนอกคือ x y  รัศมีวงในคือ 2x y  และความหนาคือ dy  ดัง

รูป 7.26(2) 

   

 (1) (2) 

รูป 7.26 กราฟแสดงรูปทรงสามมิติที่เกิดจากการหมุนพ้ืนที่ที่ล้อมรอบด้วย 

เส้นโค้ง 2y x  และ 2x y  รอบแกน Y  

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

ดังนั้น ปริมาตรของรูปทรงสามมิติที่เกิดจากบริเวณ R  รอบแกน Y  คือ 
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  V  
1

2 2 2

0

( ) ( )y y dy  

   
1

4

0

y y dy  

   

1
2 5

0
2 5

y y
 

   
2 5 2 51 1 0 0

2 5 2 5
 

   1 1

2 5
 

   
3

10
   ลูกบาศก์หน่วย ◼ 

 

ตัวอย่าง 7.15 จงหาปริมาตรของรูปทรงสามมิติที ่เกิดจากการหมุนพื้นที่ที ่ล้อมรอบด้วยเส้นโค้ง 
2 3y x  เส้นตรง 2y x , 0x  และ 1x  โดยหมุนรอบเส้นตรง 1y  

วิธีทำ ให้ R  เป็นบริเวณที่อยู่ระหว่างเส้นโค้ง 2 1y x  เส้นตรง 2y x , 0x  และ 

1x  

 2 3y x  เป็นพาราโบลาลักษณะหงาย จุดยอดอยู่ที่ (0,3)  

 2y x  เป็นเส้นตรงที่ตัดแกน X  ที่จุด 2x  และตัดแกน Y  ที่จุด 2y  

 0x  เป็นเส้นตรงที่ตั้งฉากกับแกน X  และตัดแกน X  ที่จุด 0x  

 1x  เป็นเส้นตรงที่ตั้งฉากกับแกน X  และตัดแกน X  ที่จุด 1x  

หาจุดตัดกราฟ 2 3y x  และ 0x , 1x  

 ที่ 0x  จะได้ 2y  ดังนั้นจุดตัดกราฟคือ (0,2)  

 ที่ 1x  จะได้ 3y  ดังนั้นจุดตัดกราฟคือ (1,3)  

จะได้ว่า บริเวณ R  สามารถเขียนกราฟได้ดงัรูป 7.27 
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รูป 7.27 กราฟแสดงพ้ืนที่ที่ล้อมรอบด้วย 

เส้นโค้ง 2 3y x  เส้นตรง 2y x , 0x  และ 1x  

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

สร้างแท่งสี่เหลี่ยมผืนผ้าตั้งฉากกับแกน X  โดยหมุนรอบเส้นตรง 1y  ดังรูป 7.28(1) 

ในที่นี้ รัศมีวงนอกคือ 2 2y x  รัศมีวงในคือ 1y x  และความหนาคือ dx  ดัง

รูป 7.28(2) 

   

 (1) (2) 

รูป 7.28 กราฟแสดงรูปทรงสามมิติที่เกิดจากการหมุนพ้ืนที่ที่ล้อมรอบด้วย 

เส้นโค้ง 2 3y x  เส้นตรง 2y x , 0x  และ 1x  รอบเส้นตรง 1y  

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

ดังนั้น ปริมาตรของรูปทรงสามมิติที่เกิดจากบริเวณ R  รอบเส้นตรง 1y  คือ 
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  V  
1

2 2 2

0

( 2) ( 1)x x dx  

   
1

4 2 2

0

( 4 4) ( 2 1)x x x x dx  

   
1

4 2 2

0

4 4 2 1x x x x dx  

   
1

4 2

0

( 3 2 3)x x x dx  

   

1
5

3 2

0

3
5

x
x x x  

   
5 5

3 2 3 21 0
1 1 3(1) 0 0 3(0)

5 5
 

   
1
1 1 3

5
 

   
1
3

5
 

   
16

5
   ลูกบาศก์หน่วย ◼ 

 

ตัวอย่าง 7.16 จงหาปริมาตรของรูปทรงสามมิติที ่เกิดจากการหมุนพื้นที่ที ่ล้อมรอบด้วยเส้นโค้ง 
2x y  เส้นตรง 2y  และ 0x  โดยหมุนรอบเส้นตรง 1x  

วิธีทำ ให้ R  เป็นบริเวณท่ีอยู่ระหว่างเส้นโค้ง 2x y  เส้นตรง 2y  และ 0x  

 2x y  เป็นพาราโบลาลักษณะเปิดขวา จุดยอดอยู่ที่ (0,0)  

 2y  เป็นเส้นตรงที่ตั้งฉากกับแกน Y  และตัดแกน Y  ที่จุด 2y  

 0x  เป็นเส้นตรงที่ตั้งฉากกับแกน X  และตัดแกน X  ที่จุด 0x  

หาจุดตัดกราฟ 2x y  และ 2y  

 ที่ 2y  จะได้ 4x  ดังนั้นจุดตัดกราฟคือ (4,2)  

จะได้ว่า บริเวณ R  สามารถเขียนกราฟได้ดังรูป 7.29 
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รูป 7.29 กราฟแสดงพ้ืนที่ที่ล้อมรอบด้วยเส้นโค้ง 2x y  เส้นตรง 2y  และ 0x  

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

สร้างแท่งสี่เหลี่ยมผืนผ้าตั้งฉากกับแกน Y  โดยหมุนรอบเส้นตรง 1x  ดังรูป 7.30(1) 

ในที่นี ้ รัศมีวงนอกคือ 2 1x y  รัศมีวงในคือ 1x  และความหนาคือ dy  ดังรูป 

7.30(2) 

   

 (1) (2) 

รูป 7.30 กราฟแสดงรูปทรงสามมิติที่เกิดจากการหมุนพ้ืนที่ที่ล้อมรอบด้วย 

เส้นโค้ง 2x y  เส้นตรง 2y  และ 0x  รอบเส้นตรง 1x  

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

ดังนั้น ปริมาตรของรูปทรงสามมิติที่เกิดจากบริเวณ R  รอบเส้นตรง 1x  คือ 

  V  
2

2 2 2

0

( 1) 1y dy  

   
2

4 2

0

( 2 1 1)y y dx  
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  V  
2

4 2

0

( 2 )y y dx  

   

2
5 3

0

2

5 3

y y
 

   
5 3 5 32 2(2) (0) 2(0)

5 3 5 3
 

   
32 16

5 3
 

   
176

5
   ลูกบาศก์หน่วย ◼ 

 

7.3.2 การหาปริมาตรของรูปทรงสามมิติที่เกิดจากการหมุนโดยวิธีเปลือกทรงกระบอก 

ในการหาปริมาตรของรูปทรงสามมิติที่เกิดจากการหมุนโดยวิธี เปลือกทรงกระบอก 

จะเป็นการแบ่งรูปทรงสามมิติที่เกิดจากการหมุนออกเป็นหลาย ๆ ส่วน โดยในแต่ละส่วนจะอยู่ในรูป
เปลือกทรงกระบอกย่อย ๆ ซ้อนกัน เมื่อนำเปลือกทรงกระบอกย่อย ๆ มารวมกันจะได้ปริมาตรของ
รูปทรงสามมิติ 

ให้ f  เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องบนช่วงปิด [ , ]a b  เมื่อ ( ) 0f x  สำหรับ a x b  และให้ 

R  เป็นบริเวณที่ถูกปิดล้อมระหว่างเส้นโค้ง ( )y f x  และแกน X  สำหรับ a x b  ดังรูป 

7.31(1) ทำการหมุนบริเวณ R  รอบแกน Y  จะได้รูปทรงสามมิติดังรูป 7.31(2) 

   

 (1) (2) 

รูป 7.31 กราฟแสดงการหมุนบริเวณ R  รอบแกน Y  โดยวิธีเปลือกทรงกระบอก 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 
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จะทำการหาปริมาตรของรูปทรงสามมิติที่เกิดจากการหมุนบริเวณ R  ทำได้โดยเริ่มต้นจะ
แบ่งบริเวณ R  ออกเป็นสี่เหลี่ยมผืนผ้า n  ชิ้น ให้ 

1 2 1
{ , , , }

n
P x x x  เป็นผลแบ่งกั้นบนช่วง

ปิด [ , ]a b  ให้ 
i
x  เป็นความยาวบนช่วงปิด 

1
[ , ]
i i
x x  และ 

i
t  เป็นค่าที่อยู่ในช่วงปิด 

1
[ , ]
i i
x x  จะ

ได้ว่ารูปสี่เหลี่ยมผืนผ้าใด ๆ จะมีความกว้างคือ 
i
x  และความสูงคือ ( )

i
f t  

เมื่อทำการหมุนรูปสี ่เหลี่ยมผืนผ้าใด ๆ รอบแกน Y  จะได้เปลือกทรงกระบอกที่มีร ัศมี
ทรงกระบอกคือ 

i
t  ความสูงคือ ( )

i
f t  และมีความหนาคือ 

i
x  ดังรูป 7.32 

   

 (1) (2) 

รูป 7.32 กราฟแสดงเปลือกทรงกระบอกท่ีมีรัศมี 
i
t  ความสูง ( )

i
f t  และความหนา 

i
x  

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

ให้ 
i
V  เป็นปริมาตรของเปลือกทรงกระบอกใด ๆ จะได้ว่า 

 
i
V  2   (รัศม)ี  (ความสูง)  (ความหนา) 

  2 ( )
i i i
t f t x  

สามารถประมาณค่าปริมาตรของรูปทรงสามมิติที ่เกิดจากการหมุนบริเวณ R  ด้วยผลรวมของ

ปริมาตรเปลือกทรงกระบอกใด ๆ n  ชิ้น 

 V  
1

n

i
i

V  

  
1

2 ( )
n

i i i
i

t f t x  

ให้ *

1 2
max{ , , , }

n
x x x x  เมื ่อ * 0x  จะได้ว่าปริมาตรข้างต้นลู ่เข้าสู ่ค ่าที่

แท้จริง นั่นคือ 
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 V  
*

*

0 1

lim 2 ( )
n

i i
x i

t f t x  

  2 ( )
b

a

x f x dx  

  2 ( )
b

a

x f x dx  

เนื่องจากปริมาตรที่ได้ เกิดจากผลรวมของปริมาตรของเปลือกทรงกระบอกย่อย ๆ จึงเรียกวิธีนี้ว่าวิธี
แบบเปลือกทรงกระบอก (cylindrical shell method) 

 

ในกรณีที่ R  เป็นบริเวณที่อยู่ระหว่างเส้นโค้ง ( )y f x  และ ( )y g x  เมื่อ f  และ g  

เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องบนช่วงปิด [ , ]a b  และ ( ) ( ) 0f x g x  สำหรับ a x b  ดังรูป 7.33(1) 

ทำการหมุนบริเวณ R  รอบแกน Y  จะได้รูปทรงสามมิติ ดังรูป 7.33(2) 

   

 (1) (2) 

รูป 7.33 กราฟแสดงการหมุนบริเวณ R  ที่อยู่ระหว่างเส้นโค้ง ( )y f x  และ ( )y g x  

รอบแกน Y  โดยวิธีเปลือกทรงกระบอก 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

เนื่องจากปริมาตรที่เกิดจากการหมุนบริเวณ R  เป็นรูปทรงสามมิติ เกิดจากปริมาตรที่เกิดจากการ
หมุนบริเวณท่ีล้อมรอบด้วยเส้นโค้ง ( )y f x  กับแกน X  (

f
V ) ลบด้วยปริมาตรที่เกิดจากการหมุน

บริเวณที่ล้อมรอบด้วยเส้นโค้ง ( )y g x  กับแกน X  (
g
V ) ดังนั้น ปริมาตรที่เกิดจากการหมุน

บริเวณ R  คือ 
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 V  =     ปริมาตรของ 
f
V  ปริมาตรของ 

g
V  

  2 ( ) 2 ( )
b b

a a

x f x dx x g x dx  

  2 ( ) ( )
b

a

x f x g x dx  

 

ข้อสังเกต  ในการหาปริมาตรของรูปทรงสามมิติที่เกิดจากการหมุนบริเวณ R  รอบแกน Y  

โดยวิธีเปลือกทรงกระบอกนั้น จะพิจารณารัศมีของเปลือกทรงกระบอกที่เกิดจาก
การหมุน โดยจุดศูนย์กลางของเปลือกทรงกระบอกก็คือแกนหมุน ความสูงของ
เปลือกทรงกระบอกและความหนาของเปลือกทรงกระบอก บนช่วงปิด [ , ]a b  

  2 (
b

a

V รัศม)ี  (ความสูง)  (ความหนา) 

ในกรณีที่แกนหมุนเป็นเส้นตรง x h  ที่ขนานกับแกน Y  จะได้ว่าจุดศูนย์กลางของแผ่น

จานจะเปลี่ยนไปจากแกน X  เป็นเส้นตรง x h  ดังนั้นรัศมเีปลือกทรงกระบอกคือ x h  ความ
สูงของเปลือกทรงกระบอกคือ ( ) ( )f x g x  โดยมีความหนาคือ dx  ดังรูป 7.34 

   

 (1) (2) 

รูป 7.34 กราฟแสดงการหมุนบริเวณ R  ที่อยู่ระหว่างเส้นโค้ง ( )y f x  และ ( )y g x  

รอบเส้นตรง x h  โดยวิธีเปลือกทรงกระบอก 
ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

จะได้ว่าปริมาตรของรูปทรงสามมิติที่เกิดจากการหมุนบริเวณ R  รอบเส้นตรง x h  เมื่อ 

R  เป็นบริเวณที่อยู ่ระหว่างเส้นโค้ง ( )y f x  และ ( )y g x  เมื ่อ f  และ g  เป็นฟังก์ชัน

ต่อเนื่องบนช่วงปิด [ , ]a b  และ ( ) ( ) 0f x g x  สำหรับ a x b  
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 V  2 (
b

a

รัศม)ี  (ความสูง)  (ความหนา) 

  2 ( ) ( ) ( )
b

a

x h f x g x dx  

 

ในทำนองเดียวกัน ในกรณีที ่ R  เป็นบริเวณที ่อยู ่ระหว่างเส ้นโค้ง ( )x r y  และ 

( )x s x  เมื่อ r  และ s  เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องบนช่วงปิด [ , ]c d  และ ( ) ( ) 0r y s y  สำหรับ 

c y d  โดยหมุนรอบเส้นตรง y k  ที่ขนานแกน X  ดังรูป 7.35(1) 

   
 (1)  (2) 

รูป 7.35 กราฟแสดงการหมุนบริเวณ R  ที่อยู่ระหว่างเส้นโค้ง ( )x r y  และ ( )x s y  

รอบเส้นตรง y k  โดยวิธีเปลือกทรงกระบอก 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

พิจารณาการหมุนบริเวณ R  รอบเส้นตรง y k  ที่ขนานแกน X  ดังรูป 7.35(2) จะได้

ว่ารัศมีคือ y k  โดยมีความสูงคือ ( ) ( )r y s y  และความหนาคือ dy  สามารถหาปริมาตรของ

รูปทรงสามมิติที่เกิดจากการหมุนบริเวณ R  รอบเส้นตรง y k  ที่ขนานแกน X  โดยวิธีเปลือก

ทรงกระบอกได้ดังนี ้

 V  2 (
d

c

รัศม)ี  (ความสูง)  (ความหนา) 

  2 ( ) ( ) ( )
d

c

y k r y s y dy  
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สรุปการหาปริมาตรของรูปทรงสามมิติที่เกิดจากการหมุนบริเวณ R รอบแกนหมุน โดยวิธีเปลือก

ทรงกระบอก 

1. บร ิ เวณ R  เป ็นบร ิ เวณที ่อย ู ่ระหว ่างเส ้นโค ้ง ( )y f x  และ ( )y g x  สำหรับ 

a x b  หมุนรอบเส้นตรง x h  ที่ขนานแกน Y  โดยมีรัศมีคือ x h  ความสูงคือ 
( ) ( )f x g x  และความหนาคือ dx  

 V  2 (
b

a

รัศม)ี  (ความสูง)  (ความหนา) 

  2 ( ) ( ) ( )
b

a

x h f x g x dx  

2. บร ิ เวณ R  เป ็นบร ิ เวณที ่อย ู ่ระหว ่างเส ้นโค ้ง ( )x r y  และ ( )x s y  สำหรับ 

c y d  หมุนรอบเส้นตรง y k  ที่ขนานแกน X  โดยมีรัศมีคือ y k  ความสูงคือ 

( ) ( )r y s y  และความหนาคือ dy  

 V  2 (
d

c

รัศม)ี  (ความสูง)  (ความหนา) 

  2 ( ) ( ) ( )
d

c

y k r y s y dy  

 

แสดงได้ดังตัวอย่างต่อไปนี้ 
 

ตัวอย่าง 7.17 จงหาปริมาตรของรูปทรงสามมิติที ่เกิดจากการหมุนพื้นที่ที ่ล้อมรอบด้วยเส้นโค้ง 
2y x  และ 2x y  โดยวิธีเปลือกทรงกระบอก โดยหมุนรอบแกน X  และแกน Y  

วิธีทำ ให้ R  เป็นบริเวณท่ีอยู่ระหว่างเส้นโค้ง 2y x  และ 2x y  

จากตัวอย่าง 7.14 บริเวณ R  สามารถเขียนกราฟได้ดังรูป 7.36 
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รูป 7.36 กราฟแสดงพ้ืนที่ที่ล้อมรอบด้วยเส้นโค้ง 2y x  และ 2x y  

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

 กรณีรอบแกน Y สร้างแท่งสี่เหลี่ยมผืนผ้าตั้งฉากกับแกน X ดังรูป 7.37(1) ในที่นี้ รัศมีคือ 

x  ความสูงคือ 2x x  และความหนาคือ dx  ดังรูป 7.37(2) 

   

 (1) (2) 

รูป 7.37 กราฟแสดงรูปทรงสามมิติที่เกิดจากการหมุนพ้ืนที่ที่ล้อมรอบด้วย 

เส้นโค้ง 2y x  และ 2x y  รอบแกน Y  

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

ดังนั้น ปริมาตรของรูปทรงสามมิติที่เกิดจากการหมุนบริเวณ R  รอบแกน Y  คือ 
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 กรณีรอบแกน X สร้างแท่งสี่เหลี่ยมผืนผ้าตั้งฉากกับแกน Y  โดยหมุนรอบแกน X  ดังรูป 

7.38(1) ในที่นี้ รัศมีคือ y  ความสูงคือ 2y y  และความหนาคือ dy  ดังรูป 7.38(2) 

   

 (1) (2) 

รูป 7.38 กราฟแสดงรูปทรงสามมิติที่เกิดจากการหมุนพ้ืนที่ที่ล้อมรอบด้วย 

เส้นโค้ง 2y x  และ 2x y  รอบแกน X  

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

ดังนั้น ปริมาตรของรูปทรงสามมิติที่เกิดจากการหมุนบริเวณ R  รอบแกน X  คือ 
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ตัวอย่าง 7.18 จงหาปริมาตรของรูปทรงสามมิติที ่เกิดจากการหมุนพื้นที่ที ่ล้อมรอบด้วยเส้นโค้ง 
2 1y x  เส้นตรง 1x , แกน X  และแกน Y  โดยวิธีเปลือกทรงกระบอก โดยหมุนรอบ

เส้นตรง 1x  

วิธีทำ ให้ R  เป็นบริเวณที่อยู่ระหว่างเส้นโค้ง 2 1y x  เส้นตรง 1x , แกน X  และแกน 

Y  

 2 1y x  เป็นพาราโบลาลักษณะหงาย จุดยอดอยู่ที่ (0,1)  

 1x  เป็นเส้นตรงที่ตั้งฉากกับแกน X  และตัดแกน X  ที่จุด 1x  

หาจุดตัดกราฟ 2 1y x  และ 1x  

 ที่ 1x  จะได้ 2y  ดังนั้นจุดตัดกราฟคือ (1,2) 

จะได้ว่า บริเวณ R  สามารถเขียนกราฟได้ดังรูป 7.39(1) 
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รูป 7.39 กราฟแสดงพ้ืนที่ที่ล้อมรอบด้วยเส้นโค้ง 2 1y x  เส้นตรง 1x  

แกน X  และแกน Y  

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

สร้างแท่งสี่เหลี่ยมผืนผ้าตั้งฉากกับแกน X  โดยหมุนรอบเส้นตรง 1x  ดังรูป 7.40(1) 

ในที่นี้ รัศมีคือ 1 x  ความสูงคือ 2 1x  และความหนาคือ dx  ดังรูป 7.40(2) 

   

 (1) (2) 

รูป 7.40 กราฟแสดงรูปทรงสามมิติที่เกิดจากการหมุนพ้ืนที่ที่ล้อมรอบด้วย 

เส้นโค้ง 2 1y x  เส้นตรง 1x , แกน X  และแกน Y รอบเส้นตรง 1x  

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

ดังนั้น ปริมาตรของรูปทรงสามมิติที่เกิดจากการหมุนบริเวณ R  รอบเส้นตรง 1x  คือ 
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ตัวอย่าง 7.19 จงหาปริมาตรของรูปทรงสามมิติที ่เกิดจากการหมุนพื้นที่ที ่ล้อมรอบด้วยเส้นโค้ง 
2 2x y y  และแกน Y  โดยวิธีเปลือกทรงกระบอก โดยหมุนรอบเส้นตรง 1y  

วิธีทำ ให้ R  เป็นบริเวณท่ีอยู่ระหว่างเส้นโค้ง 2 2x y y  และแกน Y  

 2 2x y y  เป็นพาราโบลาลักษณะเปิดขวา จุดยอดอยู่ที่ ( 1,1)  

หาจุดตัดกราฟ 2 2x y y  และแกน Y  ( 0x ) 

  2 2y y  0  

  ( 2)y y  0  

  y  0, 2  

 ที่ 0y  จะได้ 0x  ดังนั้นจุดตัดกราฟคือ (0,0)  

 ที่ 2y  จะได้ 0x  ดังนั้นจุดตัดกราฟคือ (0,2)  

จะได้ว่า บริเวณ R  สามารถเขียนกราฟได้ดังรูป 7.41 
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 รูป 7.41 กราฟแสดงพ้ืนที่ที่ล้อมรอบด้วยเส้นโค้ง 2 2x y y  และแกน Y  

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

สร้างแท่งสี่เหลี่ยมผืนผ้าตั้งฉากกับแกน Y  โดยหมุนรอบเส้นตรง 1y  ดังรูป 7.42(1) 

ในที่นี้ รัศมีคือ 1y  ความสูงคือ 22y y  และความหนาคือ dy  ดังรูป 7.42(2) 

   

 (1) (2) 

 รูป 7.42 กราฟแสดงรูปทรงสามมิติที่เกิดจากการหมุนพ้ืนที่ที่ล้อมรอบด้วย 

เส้นโค้ง 2 2x y y  และแกน Y  รอบเส้นตรง 1y  

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

ดังนั้น ปริมาตรของรูปทรงสามมิติที่เกิดจากการหมุนบริเวณ R  รอบเส้นตรง 1y  คือ 
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สรุปเนื้อหาในบทที่ 7 

ปริพันธ์จำกัดเขตอาจกล่าวได้ว่าเป็นการหาพ้ืนที่ระหว่างกราฟของฟังก์ชันกับแกนพิกัดในช่วง
ที่กำหนด โดยมีแนวคิดมาจากการแบ่งพื้นที่เป็นสี่เหลี่ยมผืนผ้าขนาดเล็ก ๆ จำนวนอนันต์ชิ้น แล้วนำ
พ้ืนที่ของสี่เหลี่ยมจำนวนอนันต์ชิ้นมารวมกัน 

ในการหาปริพันธ์จำกัดเขต ( )
b

a

f x dx  โดยอาศัยวิธีการหาปริพันธ์โดยการแทนค่า สามารถ

ทำได้ 2 วิธี โดยวิธีแรกคือหาค่าปริพันธ์ไม่จำกัดเขตโดยการแทนค่าก่อน แล้วจึงใช้ทฤษฎีบทหลักมูล

ของแคลคูลัส หาค่าปริพันธ์ไม่จำกัดเขต และวิธีที่สองคือวิธีการหาปริพันธ์โดยการแทนค่าตัวแปร u  

และทำการเปลี่ยนขอบเขตการหาปริพันธ์ แล้วจึงใช้ทฤษฎีบทหลักมูลของแคลคูลัส หาค่าปริพันธ์ 
ในการประยุกต์ปริพันธ์จำกัดเขต จะกล่าวถึงการหาพื้นที่ระหว่างเส้นโค้ง และปริมาตรของ

รูปทรงสามมิติที่เกิดจากการหมุน 

การหาพื้นที่ระหว่างเส้นโค้ง 2 เส้น จะใช้หลักการเดียวกันกับการหาปริพันธ์จำกัดเขต โดย

การสร้างสี่เหลี่ยมผืนผ้าขนาดเล็ก ๆ จำนวนอนันต์ชิ้น แล้วนำพื้นที่ของสี่เหลี่ยมจำนวนอนันต์ชิ้นมา
รวมกัน โดยสี่เหลี่ยมผืนผ้าจะอยู่ในรูปแนวตั้งหรือแนวนอนขึ้นอยู่กับฟังก์ชันที่พิจารณา 

ในการหาปริมาตรของรูปทรงสามมิติที่เกิดจากการหมุนจะมีวิธีการหา 2 วิธีหลัก ๆ คือวิธี

แบบจานโดยมีหลักการคือการแบ่งรูปทรงสามมิติที่เกิดจากการหมุนให้เป็นจานกลมขนาดเล็ก ๆ 
จำนวนอนันต์ชิ้น แล้วนำปริมาตรของจานจำนวนอนันต์ชิ้นมารวมกัน ในขณะที่อีกวิธีคือวิธีเปลือก
ทรงกระบอก จะเป็นการแบ่งรูปทรงสามมิติที่เกิดจากการหมุนให้อยู่ในรูปเปลือกของทรงกระบอก
จำนวนอนันต์ชิ้น แล้วนำปริมาตรของเปลือกของทรงกระบอกจำนวนอนันต์ชิ้นมารวมกัน 
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แบบฝึกหัดท้ายบทที่ 7 

1. จงหาค่าปริพันธ์ต่อไปนี้ 

1.1 
2

2

1

(1 )x x dx  1.2 
0

2 3 4

1

15 ( 1)x x dx  

1.3 
1

2 3

0

( 4 )xe x dx  1.4 
/2

/6

(sin2 cos 3 )x x dx  

1.5 
/2

0

sin 3x x dx  1.6 
1

2

1

xx e dx  

2. จงหาพื้นที่ท่ีล้อมรอบด้วยเส้นที่กำหนดให้ต่อไปนี้ 
2.1 เส้นโค้ง 2y x  เส้นตรง 4x  และแกน X  

2.2 เส้นโค้ง 2 1y x  เส้นตรง 1y , 2y  และแกน Y  

2.3 เส้นโค้ง 2y x  และเส้นตรง 2x y  

2.4 เส้นโค้ง 2 1y x  เส้นตรง 2 2y x , 1x  และ 2x  

3. จงหาปริมาตรของรูปทรงสามมิติที่เกิดจากการหมุนพ้ืนที่ที่ล้อมรอบด้วยเส้นที่กำหนดให้ต่อไปนี้ 
3.1 เส้นโค้ง 2 1y x  เส้นตรง 2x  แกน ,X Y  รอบแกน X  

3.2 เส้นโค้ง 2x y  เส้นตรง 2y  แกน Y  รอบแกน Y  

3.3 เส้นโค้ง 2x y  เส้นตรง 2y  แกน Y  รอบเส้นตรง 2y  

3.4 เส้นโค้ง 2 1y x  เส้นตรง 1x , 1y , 2y  รอบเส้นตรง 1x  

3.5 เส้นโค้ง 2x y  เส้นตรง 1, 1x y  และ 2y  รอบเส้นตรง 1x  

4. จงหาปริมาตรของรูปทรงสามมิติที่เกิดจากการหมุนพ้ืนที่ที่ล้อมรอบด้วยเส้นที่กำหนดให้ต่อไปนี้ 
4.1 เส้นโค้ง 2x y  เส้นตรง y x  รอบแกน X  

4.2 เส้นโค้ง 2 1y x  เส้นตรง 1x  แกน X  แกน Y  รอบแกน Y  

4.3 เส้นโค้ง 2 1y x  เส้นตรง 1x  แกน X  แกน Y  รอบเส้นตรง 1x  
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ภาคผนวก ก 
การลงจุดกราฟโดยใช้เว็บแอปพลิเคชัน 

1. การเข้าสู่เว็บไซต์ 

 

 

รูป ก.1 แสดงหน้าเว็บไซต์ www.desmos.com 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

1. เปิดเว็บเบราว์เซอร์ ในส่วนของช่อง url ให้พิมพ์เว็บไซต์ www.desmos.com 

2. กดปุ่มการลงทะเบียน (Sign Up) เพื่อใช้งานผ่านอีเมล (แนะนำ Gmail) ในส่วนนี้หากทำ

การลงทะเบียนใช้งานแล้ว ผู้เรียนสามารถที่จะบันทึกข้อมูลในการสร้างกราฟเก็บเอาไว้ และ
สามารถเรียกกราฟท่ีสร้างมาใช้งานภายหลังได้ 

3. ในส่วนการใช้งาน กราฟ 2 มิติ สามารถเข้าใช้ผ่านทางหัวข้อ Math Tools หลังจากนั้น

เล ือกหัวข ้อ Graphing Calculator หรือสามารถเข ้าใช ้งานผ่านการกดที ่ ไอคอน 

Graphing ได้เช่นเดียวกัน 

 

2. ส่วนประกอบของหน้าจอ 

เมื่อเข้ามาในส่วนหน้าจอการใช้งาน Graphing Calculator จะแสดงได้ดังรูป ก.2 

 

 พิมพ์ช่ือเว็บไซต์ 

 ลงทะเบียน 

 เข้าใช้งาน 

 เข้าใช้งาน 

http://www.desmos.com/
http://www.desmos.com/
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รูป ก.2 แสดงหน้าเว็บไซต์การใช้งาน Graphing Calculator 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

1. การเพ่ิมกล่องข้อความเพ่ือใส่ข้อมูล เมื่อกดท่ีปุ่ม + จะได้ดังรูป ก.3 

 

 

 

 
รูป ก.3 แสดงการเพ่ิมกล่องข้อความเพ่ือใส่ข้อมูลใน Graphing Calculator 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565)  

เพิ่มกล่องข้อความสำหรับ
ใส่สมการหรือฟังก์ชันหรือ
จุด 

เพิ่มกล่องข้อความ
สำหรับใส่ข้อความ
เพื่ออธิบาย 

เพิ ่มตารางสำหรับลงจุด
ความสัมพันธ์ของคู่อันดับ 

สร ้างโฟลเดอร ์เพ ื ่อแยก
หมวดของกล่องข้อความ
ต่าง ๆ 

เพิ่มรูปภาพลงในกราฟ 

 การเพิ่มกล่องข้อความ 

 แป้นพิมพ ์

 ตัวช่วยอื่น ๆ 

 เครื่องมือ 
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2. แป้นพิมพ์ เมื่อกดปุ่มแป้นพิมพ์จะได้ดังรูป ก.4 

 
รูป ก.4 แสดงแป้นพิมพ์ข้อมูลใน Graphing Calculator 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

• สามารถใช้แป้นพิมพ์ในเว็บไซต์ หรือแป้นพิมพ์ปกติจากคอมพิวเตอร์  เพื่อพิมพ์ข้อความ 
หรือสมการ หรือฟังก์ชันต่าง ๆ ได ้

• ในหมวด function จะมีฟังก์ชันต่าง ๆ สามารถเลือกใช้งานได้ตามความต้องการ แสดง

ได้ดังรูป ก.5 

    

 

    

รูป ก.5 แสดงฟังก์ชันต่าง ๆ ใน Graphing Calculator 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

  



292 | ภาคผนวก ก การลงจุดกราฟโดยใช้เว็บแอปพลิเคชัน 2-212-103 แคลคูลัส 1 

3. ปุ่มเครื่องมือ เมื่อกดปุ่มจะได้ดังรูป ก.6 

 

รูป ก.6 แสดงเครื่องมือต่าง ๆ ใน Graphing Calculator 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

4. ปุ่มช่วยเหลือต่าง ๆ แสดงได้ดังรูป ก.7 

 

 

 

 

รูป ก.7 แสดงปุ่มช่วยเหลือต่าง ๆ ใน Graphing Calculator 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

  

เล ือกใช ้ งานบนคอม
หรือต่อออกจอข้างนอก 

- แสดงตารางสี่เหลี่ยม 

- แสดงตัวเลข 
- แสดงลูกศรแกนกราฟ 

- แสดงช่วงของแกน X  

  และแกน Y 

- ตั้งช่วงของแกน X 

  และแกน Y 

การแสดงผลของแกน X 

และแกน Y เลือกเป็นเชิง

เส้นหรือลอการิทึม 

ค ำ น ว ณ ค ่ า ม ุ ม เ ป็ น
เรเดียนหรือดีกรี 

ซูมเข้าหรือซูมออก 

แสดงช่ือผู้ใช้งาน ส่งออกรูปกราฟ
ที่สร้าง 

ความช ่วยเหลือ
ต่าง ๆ ตั้งค่าภาษา 
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3. การวาดกราฟฟังก์ชันและการลงจุด 

 

รูป ก.8 แสดงการวาดกราฟฟังก์ชันและการลงจุดใน Graphing Calculator 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

• เมื่อทำการใส่สมการหรือฟังก์ชันลงไป กราฟจะแสดงผลตามท่ีเราใส่ สามารถปรับเปลี่ยน

รูปแบบการแสดงผลกราฟ โดยกด  ค้างเอาไว้ 
• ตารางคู่อันดับ เป็นการสร้างจุดคู่อันดับลงไป สามารถเปลี่ยน 

1
y  เป็น 

1
( )f x  เพ่ือสร้าง

จุดให้สอดคล้องกับฟังก์ชันได้ 
• การลงจุดใด ๆ เช่นจุด ( 2,2) สามารถที่จะใส่ข้อความลงไปตรงจุดนั้น ๆ หรือจะ

กำหนดรูปแบบของจุดนั้น ๆ เพ่ิมเติมได ้โดยกด  ค้างเอาไว้ 
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4. การตั้งค่าการแสดงผลของกราฟและจุด 

1. เมื่อกด  ค้างเอาไว้ จะเป็นการตั้งค่าการแสดงผลของกราฟในลักษณะต่าง ๆ ดังรูป ก.9 

 

 

รูป ก.9 แสดงการตั้งค่าแสดงผลของกราฟใน Graphing Calculator 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

2. เมื่อกด  ค้างเอาไว้ จะเป็นการตั้งค่าการแสดงผลของจุดในลักษณะต่าง ๆ ดังรูป ก.10 

 

 

 

รูป ก.10 แสดงการตั้งค่าแสดงผลของจุด Graphing Calculator 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

เปลี่ยนสีของเส้น 

ความโปร่งแสงของเส้น 

ความหนาของเส้น 

รูปแบบของเส้น 

แสดง/ซ่อนเส้น 

ความโปร่งแสงของจุด 

ความหนาของจุด 

เปลี่ยนสีของจุด 

ขนาดข้อความของจุด 

การหมุนของข้อความ
ของจุด 

แสดง/ซ่อนจุด 

รูปแบบของจุด 

ตำแหน่งแสดง
ข้อความของจุด 

แ ส ด ง / ซ ่ อ น
ข้อความแสดงจุด 

สามารถลากจุด
หรือให้จุดอยู่กับที ่
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เมื่อทำการตั้งค่าเรียบร้อย จะได้กราฟดังรูป ก.11 

 

รูป ก.11 แสดงการตั้งค่าของกราฟและจุดใน Graphing Calculator 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

จากรูป ก.11 ผู ้เร ียนสามารถบันทึกกราฟที ่วาดหรือตั ้งชื ่อกราฟได้ที ่มุมด้านซ้ายบน 

นอกจากนี้ผู้เรียนสามารถแชร์กราฟที่วาดเรียบร้อยแล้วโดยกดที่ปุ่ม  เพื่อแชร์ลิงค์ของกราฟผ่าน
ทางเว็บไซต์ ซึ่งผู้ที่เปิดกราฟผ่านลิงค์ทางสามารถที่จะปรับเปลี่ยนรายละเอียดของกราฟได้ โดยไม่
กระทบกับกราฟต้นฉบับของผู้ที ่สร้างกราฟ หรือสามารถพิมพ์ออกมา หรือบันทึกเป็นรูปภาพลง
คอมพิวเตอร์ได้ 
  

บันทึกกราฟที่วาด 

แชร ์กราฟท ี ่ วาดหรือ
บันทึกรูปลงคอมพิวเตอร์ 
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5. การวาดกราฟเคลื่อนไหวที่อิงกับตัวแปร 

ในการวาดกราฟที่เคลื่อนไหวโดยกำหนดตัวแปรที่สามารถเปลี่ยนได้ จะทำให้ได้กราฟออกมา
ในรูปแบบที่แตกต่างกัน เช่น การวาดกราฟของเส้นตรง ที่มีสมการคือ y mx c  โดยที่ m  คือ

ความชันของเส้นตรง และ c  คือค่าคงตัว เมื่อต้องการให้กราฟเคลื่อนไหว ให้กดปุ่ม  เพ่ือให้กราฟ
เคลื่อนไหว 

ในทำนองเดียวกัน นอกจากจะสร้างกราฟเคลื ่อนไหวได้แล้ว ผู ้เรียนสามารถสร้างจุดที่
เคลื่อนไหวได้อย่างอิสระไปตามตัวแปร เช่น การสร้างจุด ( , )h k  โดยสามารถเลื่อนไปตามค่าของตัว

แปร h  และ k  ได ้ซึ่งแสดงการวาดกราฟและจุดที่เคลื่อนไหวดังรูป ก.12 

 

รูป ก.12 แสดงการวาดกราฟและจุดที่เคลื่อนไหวได้ใน Graphing Calculator 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

นอกจากนี้ ผู้เรียนยังสามารถปรับเปลี่ยนการเคลื่อนไหวของกราฟให้มีการวนซ้ำหรือปรับ

ความเร็วของการเคลื่อนไหวได้จากปุ่ม  

  

ความชัน โดยมีค่าเปลี่ยน
ตั้งแต่ -10 ถึง 10 

ค่าคงท่ี โดยมีค่าเปลี่ยนตั้งแต่ 
-10 ถึง 10 และให้เปลี่ยนท่ีละ 1 

การตั้งค่าจุดให้เปลี่ยนไปตามค่า
ของ h และ k 
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6. การกำหนดขอบเขตของกราฟและการแรเงา 

ในการกำหนดขอบเขตของกราฟ สามารถกำหนดขอบเขตของ x  หรือขอบเขตของ y  ได้ 

โดยใส่อสมการในเครื่องหมาย {} 

ในส่วนของการแรเงา เมื่อกำหนดอสมการ โดยใช้เครื่องหมายน้อยกว่า ( ) เครื่องหมาย

มากกว่า ( ) เครื่องหมายน้อยกว่าหรือเท่ากับ ( ) และเครื่องหมายมากกว่าหรือเท่ากับ ( ) 

แสดงการกำหนดขอบเขตและการแรเงาได้ดังรูป ก.13 

 

รูป ก.13 แสดงการกำหนดขอบเขตและการแรเงาใน Graphing Calculator 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

ในส่วนที่แรเงา สามารถปรับสีและระดับความเข้มของการแรเงาได้ โดยการกดปุ่ม  ค้างไว้ 
แสดงได้ดังรูป ก.14 
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รูป ก.14 แสดงการปรับสีและระดับความเข้มของการแรเงาใน Graphing Calculator 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

 

ความหนาของเส้นกราฟ 

 

การแสดงผลของกราฟ 
ค่าอยู่ระหว่าง 0 ถึง 1 

สีของกราฟหรือแรเงา 

การแสดงผลแรเงา ค่า
อยู่ระหว่าง 0 ถึง 1 

 

เปิด/ปิดเส้นกราฟ 



ภาคผนวก ข 
พื้นฐานที่ใช้ในการศึกษาแคลคูลัส 

สมบัติของพหุนามยกกำลัง 

สำหรับจำนวนจริง m  และ n  
1. m n m nx x x  

2. 
m

m n

n

x
x

x
  เมื่อ 0nx  

3. ( )m m mx y x y  

4. 

m m

m

x x

y y
 

5. ( )m n mnx x  

6. 0 1x    เมื่อ 0x  

7. 
1m

m
x

x
 

หมายเหตุ  1x x  และ 1 1
x

x
 

 

สูตรการแยกตัวประกอบพหุนาม 
1. 2 2 2( ) 2x y x xy y  

2. 2 2 2( ) 2x y x xy y  

3. 2 2 ( )( )x y x y x y  

4. 3 3 2 2( )( )x y x y x xy y  

5. 3 3 2 2( )( )x y x y x xy y  

6. 3 3 2 2 3( ) 3 3x y x x y xy y  

7. 3 3 2 2 3( ) 3 3x y x x y xy y  
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ฟังก์ชันเลขชี้กำลัง (Exponential function) 

ฟังก์ช ันเลขชี ้กำลังฐาน a  (exponential function with base a ) เขียนอยู ่ในรูป 
xy a  โดยที่ a  เป็นค่าคงที่ 0a  และ 1a  เมื่อ x  เป็นตัวแปรอิสระ และ y  เป็นตัวแปร

ตาม โดยที่โดเมนของฟังก์ชันคือ ( , )  และเรจน์ของฟังก์ชันคือ (0, )  

ให้ e  เป็นค่าคงที ่เฉพาะ โดยที ่ 2.71828e  ดังนั ้นฟังก์ช ันเลขชี ้กำลังฐาน e  

(exponential function with base e ) เขียนอยู่ในรูป xy e  

กราฟของฟังก์ชันเลขชี้กำลังแสดงได้ดังรูป ข.1 

   

 xy a  เมื่อ 1a  xy a  เมื่อ 0 1a  

รูป ข.1 กราฟแสดงฟังก์ชันเลขชี้กำลัง 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

สมบัติของฟังก์ชันเลขช้ีกำลัง 
ให้ 0a  และ 0b  สมบัติต่อไปนี้เป็นจริงสำหรับจำนวนจริง x  และ y  

1. x y x ya a a  

2. 
x

x y

y

a
a

a
 

3. ( )x x xa b a b  

4. 

x x

x

a a

b b
 

5. ( )x y xya a  

หมายเหตุ  1a a  และ 1 1
a

a
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ฟังก์ชันลอการิทึม (Logarithm function) 

ฟังก ์ช ันลอการ ิท ึมฐาน a  (logarithm function with base a ) เข ียนแทนด ้วย

สัญลักษณ์ log
a

y x  คือฟังก์ชันผกผันของฟังก์ชันเลขชี้กำลัง xy a  โดยที่ a  เป็นค่าคงที่ 

0a  และ 1a  

พิจารณาฐานของฟังก์ชันลอการิทึม 
- ถ้า 10a  แล้ว 

10
log x  เขียนแทนด้วย logx  เร ียกว่า ลอการิทึมฐานสามัญ 

(common logarithm) 

- ถ้า a e  แล้ว log
e
x  เขียนแทนด้วย ln x  เร ียกว่า ลอการิทึมฐานธรรมชาติ  

(natural logarithm) 

กราฟของฟังก์ชันลอการิทึมแสดงได้ดังรูป ข.2 

   

 (1) (2) 

รูป ข.2 กราฟแสดงฟังก์ชันลอการิทึมเทียบกับฟังก์ชันเลขชี้กำลัง 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

หมายเหตุ  จาก log
a

y x  จะได้ว่า yx a  ในทำนองเดียวกัน จาก lny x  จะได้

yx e  
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สมบัติของฟังก์ชันลอการิทึม 

ให้ ,u v  เป็นจำนวนจริงบวก, n  เป็นจำนวนจริงใด ๆ, a  เป็นจำนวนจริงบวก และ 1a  

1. log ( ) log log
a a a
uv u v  

2. log log log
a a a

u
u v

v
 

3. log ( ) logn

a a
u n u  

4. log 1
a
a  

5. log 1 0
a

 

6. 
log ln

log
log lna

x x
x

a a
 

 

หมายเหตุ 1. loga xa x  และ log x

a
a x  เมื่อ 0, 1, 0a a x  

 2. lnxe x  และ ln xe x  เมื่อ 0x  

 

ฟังก์ชันตรีโกณมิติ (Trigonometric function) 

กำหนดให้สมการวงกลม 2 2 1x y  และ ( , )P x y  เป็นจุดใด ๆ บนเส้นรอบวง นิยาม

การวัดมุมเป็นเรเดียน (radian measure) แทนด้วยสัญลักษณ์  คืออัตราส่วนระหว่างเส้นรอบวง 

s  กับรัศมี r  โดยวัดจากจุด (1,0) ไปยังจุด ( , )P x y  ในทิศทวนเข็มนาฬิกา ดังรูป ข.3 

  
รูป ข.3 กราฟแสดงการวัดมุมเป็นเรเดียนในวงกลม 1 หน่วย 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 
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เนื่องจากความยาวเส้นรอบวงกลม 1 หน่วย คือ 2  และมุมภายในของวงกลมคือ 360  

ดังนั้น  เรเดียน (radian) 180  โดยที่ 

 1 เรเดียน 180
 (ประมาณ 57.3 ) 

หรือ 1
180

 เรเดียน (ประมาณ 0.017) 

ความสัมพันธ์ระหว่างมุมในรูปองศาและเรเดียนแสดงได้ดังตาราง ข.1 

ตาราง ข.1 แสดงความสัมพันธ์ของมุมในรูปองศาและเรเดียน 

องศา 0  30  45  60  90  120  135  150  180  270  360  

เรเดียน 0 
6

 
4

 
3

 
2

 
2

3
 
3

4
 
5

6
  

3

2
 2  

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

ในการวัดมุมเป็นเรเดียนนั้น จะทำการวัดมุมในทิศทวนเข็มนาฬิกา (มุมในทิศบวก) การวัดมุม
ทิศตามเข็มนาฬิกา (มุมในเทิศลบ) และการวัดมุมในกรณีทีว่ัดเกิน 1 รอบ (วัดมุมมากกว่า 2 ) แสดง

ไดด้ังรูป ข.4 

    

 วัดมุมในทิศบวก วัดมุมในทิศลบ วัดมุมมากกว่า 1 รอบ 

รูป ข.4 กราฟแสดงการวัดมุมเป็นเรเดียนในทิศต่าง ๆ 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

จะเห็นได้ว่า ถึงแม้จะวัดมุมมากกว่า 2  แต่เวลาที่พิจารณามุม จะพิจารณาเฉพาะมุมที่อยู่
ในช่วง 0 ถึง 2  เป็นหลัก 
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พิจารณาวงกลมรัศมี r  หน่วยดังรูป ข.5 

   

 (1) (2) 

รูป ข.5 กราฟแสดงความสัมพันธ์สามเหลี่ยมมุมฉากกับวงกลม 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

นิยามตรีโกณมิติ (trigonometric) จากอัตราส่วนของสามเหลี่ยมมุมฉากที่วัดมุม  ในทิศ

ทางบวกดังนี ้

ไซน์ (sine): sin  
opp

hyp

y

r
 

โคเซแคนต์ (cosecant): cosec  hyp

opp

r

y
 

โคไซน์ (cosine): cos  adj

hyp

x

r
 

เซแคนต์ (secant): sec  hyp

adj

r

x
 

แทนเจนต์ (tangent): tan  opp

adj

y

x
 

โคแทนเจนต์ (cotangent): cot  
adj

opp

x

y
 

กรณี 1r  จะได้วงกลม 1 หน่วย ดังนั้น 

  sin y ,   1
cosec

y
,   cos x    และ   1

sec
x

 

หมายเหตุ  cosec  ในบางหนังสือจะใช้ตัวย่อคือ csc  
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กราฟของฟังก์ชันตรีโกณมิติแสดงได้ดังรูป ข.6 

    

 [ , ]
2 2

D  [0, ]D  ( , )
2 2

D  

 [ 1,1]R  [ 1,1]R  ( , )R  

 

    

 (0, )D  [0, ) ( , ]
2 2

D  ( , 0] [0, )
2 2

D  

 ( , )R  ( , 1] [1, )R  ( , 1] [1, )R  

รูป ข.6 กราฟแสดงฟังก์ชันตรีโกณมิติ 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

 

การหาค่าฟังก์ชันตรีโกณมิติ 
 การหาค่าตรีโกณมิติ จะพิจารณาพิกัด ( , )x y  จากวงกลม 1 หน่วย โดยที่ cosx  และ 

siny  ค่าของตรีโกณมิติแสดงได้ดังตาราง ข.2 
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ตาราง ข.2 แสดงค่าของฟังก์ชันตรีโกณมิติในมุมต่าง ๆ 

           

ฟังก์ชัน 

0 

(0 ) 

/ 6  

(30 ) 

/ 4  

(45 ) 

/ 3  

(60 ) 

/ 2  

(90 ) 

 

(180 ) 

3 / 2  

(270 ) 

2  

(360 ) 

sin  0 
1

2
 

1

2
 3

2
 1 0 –1 0 

cos  1 3

2
 

1

2
 1

2
 0 –1 0 1 

tan  0 
1

3
 1 3  – 0 – 0 

cot  – 3  1 
1

3
 0 – 0 – 

sec  1 
2

3
 2  2 – –1 – 1 

cosec  – 2 2  
2

3
 1 – –1 – 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

 
สูตรฟังก์ชันตรีโกณมิติเบื้องต้นที่ควรรู้ 

1. sin cosec 1  

 ดังนั้น 1
sin

cosec
 หรือ 1

cosec
sin

 

2. cos sec 1x x  

 ดังนั้น 1
cos

sec
 หรือ 1

sec
cos

 

3. tan cot 1x x  

 ดังนั้น 1
tan

cot
 หรือ 1

cot
tan

 

4. 
sin

tan
cos

x
x

x
 

5. 
cos

cot
sin

x
x

x
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6. 2 2sin cos 1x x  

 ดังนั้น 2sin 1 cos  หรือ 2cos 1 sin  

7. 2 21 tan secx x  

 ดังนั้น 2sec 1 tan  หรือ 2tan sec 1  

8. 2 21 cot cosecx x  

 ดังนั้น 2cosec 1 cot  หรือ 2cot cosec 1  

9. sin( ) sin cos cos sinA B A B A B  

10. sin( ) sin cos cos sinA B A B A B  

12. cos( ) cos cos sin sinA B A B A B  

13. cos( ) cos cos sin sinA B A B A B  

14. 
tan tan

tan( )
1 tan tan

A B
A B

A B
 

15. 
tan tan

tan( )
1 tan tan

A B
A B

A B
 

16. sin2 2sin cos  

17. 2 2cos2 cos sin  

 2cos2 1 2 sin  

 2cos2 2cos 1  

18. 
2

2 tan
tan2

1 tan
 

19. 2 1
sin (1 cos2 )

2
 

20. 2 1
cos (1 cos2 )

2
 

21. 
1

sin cos sin( ) sin( )
2

A B A B A B  

22. 
1

sin sin cos( ) cos( )
2

A B A B A B  

23. 
1

cos cos cos( ) cos( )
2

A B A B A B  
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24. sin( ) sin   cosec( ) cosec  

 sin( ) sin   cosec( ) cosec  

 sin(2 ) sin   cosec(2 ) cosec  

 sin(2 ) sin   cosec(2 ) cosec  

25. cos( ) cos   sec( ) sec  

 cos( ) cos   sec( ) sec  

 cos(2 ) cos   sec(2 ) sec  

 cos(2 ) cos   sec(2 ) sec  

26. tan( ) tan   cot( ) cot  

 tan( ) tan   cot( ) cot  

 tan(2 ) tan   cot(2 ) cot  

 tan(2 ) tan   cot(2 ) cot  

27. sin( ) sin   cosec( ) cosec  

 cos( ) cos    sec( ) sec  

 tan( ) tan   cot( ) cot  

 

ฟังก์ชันตรีโกณมิติผกผัน (Inverse trigonometric function) 

ฟังก์ชันตรีโกณมิติผกผัน คือฟังก์ชันผกผันของฟังก์ชันตรีโกณมิติ ซึ่งมีทั้งหมด 6 ฟังก์ชัน 

ได้แก่ 

 
ฟังก์ชันผกผันของฟังก์ชันไซน์ (inverse sine function) siny x  เขียนแทนด้วย 

   1siny x  หรือ arcsiny x  

เมื่อ [ 1,1], [ , ]
2 2

D R  
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ฟังก์ชันผกผันของฟังก์ชันโคไซน์ (inverse cosine function) cosy x  เขียนแทนด้วย 

   1cosy x  หรือ arccosy x  

เมื่อ [ 1,1], [0, ]D R  

 

ฟังก์ชันผกผันของฟังก์ชันแทนเจนต์ (inverse tangent function) tany x  เขียนแทนด้วย 

   1tany x  หรือ arctany x  

เมื่อ ( , ), ( , )
2 2

D R  

 
ฟังก์ชันผกผันของฟังก์ชันโคแทนเจนต์ (inverse cotangent function) coty x  เขียนแทน

ด้วย 

   1coty x  หรือ arccoty x  

เมื่อ ( , ), (0, )D R  

 

ฟังก์ชันผกผันของฟังก์ชันเซแคนต์ (inverse secant function) secy x  เขียนแทนด้วย 

   1secy x  หรือ arcsecy x  

เมื่อ ( , 1] [1, ), [0, ) ( , ]
2 2

D R  

 

ฟังก์ชันผกผันของฟังก์ชันโคเซแคนต์(inverse cosecant function) cosecy x  เขียนแทน

ด้วย 

   1cosecy x  หรือ arccosecy x  

เมื่อ ( , 1] [1, ), [ , 0) (0, ]
2 2

D R  

 

หมายเหตุ  arccosec  ในบางหนังสือจะใช้ตัวย่อคือ arccsc  

 

กราฟของฟังก์ชันตรีโกณมิติผกผัน แสดงได้ดังรูป ข.7 
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 [ 1,1]D  [ 1,1]D  ( , )D  

 [ , ]
2 2

R  [0, ]R  ( , )
2 2

R  

 

    

 ( , )D  ( , 1] [1, )D  ( , 1] [1, )D  

 (0, )R  [0, ) ( , ]
2 2

R  [ , 0) (0, ]
2 2

R  

รูป ข.7 กราฟแสดงฟังก์ชันตรีโกณมิติผกผัน 

ที่มา: ประเสริฐ อยู่สำราญ (2565) 

 



ภาคผนวก ค 
พิสูจน์สูตร 

ทฤษฎีบท 2.3 ให ้ 1 2

1 2 1 0
( ) n n

n n
P x c x c x c x c x c  เป ็นฟังก ์ช ันพห ุนาม 

และ a  เป็นจำนวนจริงใด ๆ แล้ว 
 1 2

1 2 1 0
lim ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n

n nx a
P x P a c a c a c a c a c  

พิสูจน์   lim ( )
x a
P x  1 2

1 2 1 0
lim n n

n nx a
c x c x c x c x c  

  1 2

1 2
lim ( ) lim ( ) lim ( )n n

n nx a x a x a
c x c x c x  

       
1 0

lim ( ) lim
x a x a
c x c  

  1 2

1 2
lim lim limn n

n nx a x a x a
c x c x c x  

       
1 0
lim lim
x a x a

c x c  

  1 2

1 2 1 0
( ) ( ) ( ) ( )n n

n n
c a c a c a c a c  

  ( )P a  ◼ 

 

สูตรการหาอนุพันธ์ 

สูตร ( ) 0
d
c

dx
 

พิสูจน์ ให้ ( )f x c  ดังนั้น ( )f x h c  

จากนิยาม ( )
d
f x

dx
 

0

( ) ( )
lim
h

f x h f x

h
 

   
0
lim
h

c c

h
 

   
0
lim 0
h

 

   0  

ดังนั้น   ( ) 0
d
c

dx
 ◼ 
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สูตร ( ) 1
d
x

dx
 

พิสูจน์ ให้ ( )f x x  ดังนั้น ( )f x h x h  

จากนิยาม ( )
d
f x

dx
 

0

( ) ( )
lim
h

f x h f x

h
 

   
0

lim
h

x h x

h
 

   
0

lim
h

h

h
 

   
0
lim 1
h

 

   1  

ดังนั้น   ( ) 1
d
x

dx
 ◼ 

 

สูตร ( )
d du
cu c

dx dx
 

พิสูจน์ ให้ ( ) ( )f x cu x  ดังนั้น ( ) ( )f x h cu x h  

จากนิยาม ( )
d
f x

dx
 

0

( ) ( )
lim
h

f x h f x

h
 

   
0

( ) ( )
lim
h

cu x h cu x

h
 

   
0

( ) ( )
lim
h

u x h u x
c

h
 

   
0

( ) ( )
lim
h

u x h u x
c

h
 

   ( )
d
c u x
dx

 

ดังนั้น   ( )
d du
cu c

dx dx
 ◼ 

 

สูตร ( )
d du dv
u v

dx dx dx
 

พิสูจน์ ให้ ( ) ( ) ( )f x u x v x  ดังนั้น ( ) ( ) ( )f x h u x h v x h  
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จากนิยาม ( )
d
f x

dx
 

0

( ) ( )
lim
h

f x h f x

h
 

   
0

[ ( ) ( )] [ ( ) ( )]
lim
h

u x h v x h u x v x

h
 

   
0

( ) ( ) ( ) ( )
lim
h

u x h v x h u x v x

h
 

   
0

[ ( ) ( )] [ ( ) ( )]
lim
h

u x h u x v x h v x

h
 

   
0 0

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim
h h

u x h u x v x h v x

h h
 

   ( ) ( )
d d
u x v x

dx dx
 

ดังนั้น   ( )
d du dv
u v

dx dx dx
 ◼ 

 

สูตร ( )
d du dv
u v

dx dx dx
 

พิสูจน์   ( )
d
u v

dx
 ( )

d
u v

dx
 

   ( 1)
du dv

dx dx
 

   
du dv

dx dx
 ◼ 

 

สูตร ( )
d dv du
uv u v

dx dx dx
 

พิสูจน์ ให้ ( ) ( ) ( )f x u x v x  ดังนั้น ( ) ( ) ( )f x h u x h v x h  

จากนิยาม ( )
d
f x

dx
 

0

( ) ( )
lim
h

f x h f x

h
 

0

( ) ( ) ( ) ( )
lim
h

u x h v x h u x v x

h
 

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
lim
h

u x h v x h u x h v x u x h v x u x v x

h
 

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
lim lim
h h

u x h v x h u x h v x u x h v x u x v x

h h
 

เพิ่ม ( ) ( ) ( ) ( )u x h v x u x h v x  
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  ( )
d
f x

dx
 

0

( ) ( )
lim ( )
h

v x h v x
u x h

h
 

         
0

( ) ( )
lim ( )
h

u x h u x
v x

h
 

   
0 0

( ) ( )
lim ( ) lim
h h

v x h v x
u x h

h
 

          
0 0

( ) ( )
lim ( ) lim
h h

u x h u x
v x

h
 

   ( ) ( ) ( ) ( )
d d

u x v x v x u x
dx dx

 

ดังนั้น   ( )
d dv du
uv u v

dx dx dx
 ◼ 

 

สูตร 
2

du dv
v ud u dx dx

dx v v
 

พิสูจน์ ให้ ( )
( ) , ( ) 0

( )

u x
f x v x

v x
 ดังนั้น ( )

( ) , ( ) 0
( )

u x h
f x h v x h

v x h
 

จากนิยาม ( )
d
f x

dx
 

0

( ) ( )
lim
h

f x h f x

h
 

 
0

( ) ( )

( ) ( )
lim
h

u x h u x

v x h v x

h
 

 
0

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
lim
h

u x h v x u x v x h

v x h v x

h
 

 
0

( ) ( ) ( ) ( )
lim

( ) ( )h

u x h v x u x v x h

hv x h v x
 

 
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
lim

( ) ( )h

u x h v x v x u x v x u x u x v x h

hv x h v x
 

 
0

( )[ ( ) ( )] ( )[ ( ) ( )]
lim

( ) ( )h

v x u x h u x u x v x h v x

hv x h v x
 

 
0

[ ( ) ( )] ( )[ ( ) ( )]
( )

lim
( ) ( )h

u x h u x u x v x h v x
v x

h h
v x h v x

 

เพิ่ม ( ) ( ) ( ) ( )v x u x v x u x  
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( )
d
f x

dx
 

 
0 0 0 0

0

( ) ( ) ( ) ( )
lim ( ) lim lim ( ) lim

lim ( ) ( )
h h h h

h

u x h u x v x h v x
v x u x

h h
v x h v x

 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

d d
v x u x u x v x
dx dx
v x v x

 

ดังนั้น   
2

du dv
v ud u dx dx

dx v v
 ◼ 

 

สูตร 1n nd
x nx

dx
 

พิสูจน์ ให้ ( ) nf x x  ดังนั้น ( ) ( )nf x h x h  

กรณี 0n  เป็นจำนวนเต็มบวก 

จากนิยาม ( )
d
f x

dx
 

0

( ) ( )
lim
h

f x h f x

h
 

0

( )
lim

n n

h

x h x

h
 

1 2 2 1

0

( ) ( ) ( ) ( )
lim

n n n n

h

x h x x h x h x x h x x

h
 

1 2 2 1

0

( ) ( ) ( ) ( )
lim

n n n n

h

h x h x h x x h x x

h
 

1 2 2 1

0
lim ( ) ( ) ( )n n n n

h
x h x h x x h x x  

1 2 2 1n n n nx x x x x x  

1 1 1n n n

n term

x x x  

1nnx  

  

จาก 1 2 3 2 2 1( )( )n n n n n n na b a b a a b a b ab b  
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กรณี 0n  เป็นจำนวนเต็มลบ 

ให้ n k  เมื่อ k  เป็นจำนวนเต็มบวก ดังนั้น 1
( ) n k

k
f x x x

x
 

  ( )
d
f x

dx
 

1
k

d

dx x
 

   
2

(1) (1) ( )

( )

k k

k

d d
x x
dx dx

x
 

   
1

2

(0)k k

k

x kx

x
 

   
1

2

k

k

kx

x
 

   1 2k kkx  

   1kkx  

   1nnx  

กรณี n  เป็นจำนวนตรรกยะ 

ให้ h
n

k
 เมื่อ h  และ k  เป็นจำนวนเต็ม ดังนั้น /( ) n h kf x x x  

หาลอการิทึมฐาน e  จะได้ /ln ( ) ln lnh k h
f x x x

k
 ดังนั้น 

  (ln ( ))
d

f x
dx

 (ln )
h d

x
k dx

 

  
1

( )
( )

d
f x

f x dx
 

1h

k x
 

  ( )
d
f x

dx
 

1
( )
h

f x
k x

 

   / 1h k hx
k x

 

   
1

h

k
h
x
k

 

   1nnx  

ดังนั้น   1n nd
x nx

dx
 ◼ 

แทน h
n

k
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สูตร 1
(log ) log

a a

d
x e

dx x
 

พิสูจน์ ให้ ( ) log
a

f x x  ดังนั้น ( ) log ( )
a

f x h x h  

 (log )
a

d
x

dx
 

0

log ( ) log
lim a a

h

x h x

h
 

   
0

log

lim
a

h

x h

x

h
 

   
0

1
lim log 1

ah

h

h x
 

   

1/

0
lim log 1

h

ah

h

x
 

   

1

0
lim log 1

x

h x

ah

h

x
 

   
0

1
lim log 1

x

h

ah

h

x x
 

   
0 0

1
lim lim log 1

x

h

ah h

h

x x
 

   
1
log

a
e

x
 

ดังนั้น   
1

(log ) log
a a

d
x e

dx x
 ◼ 

 

สูตร 1
(ln )
d

x
dx x

 

พิสูจน์ ให้ a e  ดังนั้น log ln
e
x x  

  (ln )
d

x
dx

 (log )
e

d
x

dx
 

   
1
log

e
e

x
 

   1
(1)
x

 

จาก 
0

lim 1

x

h

h

h
e

x
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  (ln )
d

x
dx

 
1

x
 ◼ 

 

สูตร ( ) lnx xd
a a a

dx
 

พิสูจน์ ให้ xy a  หาลอการิทึมฐาน e  จะได้ ln ln lnxy a x a  

หาอนุพันธ์เทียบ x  ทั้งสองข้าง 

  (ln )
d

y
dx

 ( ) ln
d
x a

dx
 

  
1 dy

y dx
 lna  

  
dy

dx
 lny a  

ดังนั้น   ( ) lnx xd
a a a

dx
 ◼ 

 

สูตร ( )x xd
e e

dx
 

พิสูจน์ ให้ a e  ดังนั้น x xa e  

  ( )x
d
e

dx
 lnxe e  

   xe  ◼ 

 

สูตร 1( ) lnv v vd du dv
u vu u u

dx dx dx
 

พิสูจน์ ให้ vy u  หาลอการิทึมฐาน e  จะได้ ln ln lnvy u v u  

หาอนุพันธ์เทียบ x  ทั้งสองข้าง 

  (ln )
d

y
dx

 ( ln )
d
v u

dx
 

  
1 dy

y dx
 (ln ) ln

d dv
v u u
dx dx

 

   
1

ln
du dv

v u
u dx dx
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ดังนั้น dy

dx
 

1
ln

du dv
y v u

u dx dx
 

   
1

lnv vdu dv
u v u u

u dx dx
 

   1 lnv vdu dv
vu u u

dx dx
 

นั่นคือ   1( ) lnv v vd du dv
u vu u u

dx dx dx
 ◼ 

 

สูตร (sin ) cos
d

x x
dx

 

พิสูจน์ ให้ ( ) sinf x x  ดังนั้น ( ) sin( )f x h x h  

  (sin )
d

x
dx

 
0

sin( ) sin
lim
h

x h x

h
 

   
0

sin cos cos sin sin
lim
h

x h x h x

h
 

   
0

sin cos sin cos sin
lim
h

x h x x h

h h
 

   
0

cos 1 sin
lim sin cos
h

h h
x x

h h
 

   
0 0 0 0

cos 1 sin
lim sin lim lim cos lim
h h h h

h h
x x

h h
 

   sin (0) cos (1)x x  

   cosx  ◼ 

 

สูตร (cos ) sin
d

x x
dx

 

พิสูจน์ ให้ ( ) cosf x x  ดังนั้น ( ) cos( )f x h x h  

  (cos )
d

x
dx

 
0

cos( ) cos
lim
h

x h x

h
 

   
0

cos cos sin sin cos
lim
h

x h x h x

h
 

0

cos 1
lim 0
h

h

h
 

0

sin
lim 1
h

h

h
 

แทน vy u  
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  (cos )
d

x
dx

 
0

cos cos cos sin sin
lim
h

x h x x h

h h
 

   
0

cos 1 sin
lim cos sin
h

h h
x x

h h
 

   
0 0 0 0

cos 1 sin
lim cos lim lim sin lim
h h h h

h h
x x

h h
 

   cos (0) sin (1)x x  

   sinx  ◼ 

 

สูตร 2(tan ) sec
d

x x
dx

 

พิสูจน์   (tan )
d

x
dx

 
sin

cos

d x

dx x
 

   
2

cos (sin ) sin (cos )

cos

d d
x x x x
dx dx

x
 

   
2

cos cos sin ( sin )

cos

x x x x

x
 

   
2 2

2

cos sin

cos

x x

x
 

   
2

1

cos x
 

   2sec x  ◼ 

 

สูตร 2(cot ) cosec
d

x x
dx

 

พิสูจน์   (cot )
d

x
dx

 
cos

sin

d x

dx x
 

   
2

sin (cos ) cos (sin )

sin

d d
x x x x
dx dx

x
 

   
2

sin ( sin ) cos cos

sin

x x x x

x
 

0

cos 1
lim 0
h

h

h
 

0

sin
lim 1
h

h

h
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  (cot )
d

x
dx

 
2 2

2

sin cos

sin

x x

x
 

   
2 2

2

sin cos

sin

x x

x
 

   
2

1

sin x
 

   2cosec x  ◼ 

 

สูตร (sec ) sec tan
d

x x x
dx

 

พิสูจน์   (sec )
d

x
dx

 
1

cos

d

dx x
 

   
2

cos (1) (1) (cos )

cos

d d
x x
dx dx

x
 

   
2

cos (0) ( sin )

cos

x x

x
 

   
2

0 sin

cos

x

x
 

   
2

sin

cos

x

x
 

   
1 sin

cos cos

x

x x
 

   sec tanx x  ◼ 

 

สูตร (cosec ) cosec cot
d

x x x
dx

 

พิสูจน์   (cosec )
d

x
dx

 
1

sin

d

dx x
 

   
2

sin (1) (1) (sin )

sin

d d
x x
dx dx

x
 

   
2

sin (0) (1)cos

sin

x x

x
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  (cosec )
d

x
dx

 
2

0 cos

sin

x

x
 

   
2

cos

sin

x

x
 

   
1 cos

sin sin

x

x x
 

   cosec cotx x  ◼ 

 

สูตร 
2

1
(arcsin )

1

d
x

dx x
,   1 1x  

พิสูจน์ ให้ arcsiny x  เมื่อ 
2 2
y  

ดังนั้น sinx y  หาอนุพันธ์เทียบ x  ทั้งสองข้าง 

  ( )
d
x

dx
 (sin )

d
y

dx
 

  1 cos
dy
y
dx

 

  
dy

dx
 

1

cosy
 

จาก sinx y  ดังนั้น 2 2 2cos 1 sin 1y y x  จะได้ 2cos 1y x  

เนื่องจาก 
2 2
y  ดังนั้น 0 cos 1y  จะได้ว่า 

  
dy

dx
 

2

1
, 1 1

1
x

x
 

ดังนั้น   
2

1
(arcsin )

1

d
x

dx x
,   1 1x  ◼ 

 

สูตร 
2

1
(arccos )

1

d
x

dx x
,   1 1x  

พิสูจน์ ให้ arccosy x  เมื่อ 0 y  

ดังนั้น cosx y  หาอนุพันธ์เทียบ x  ทั้งสองข้าง 

  ( )
d
x

dx
 (cos )

d
y

dx
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  1 sin
dy
y
dx

 

  
dy

dx
 

1

siny
 

จาก cosx y  ดังนั้น 2 2 2sin 1 cos 1y y x  จะได้ 2sin 1y x  

เนื่องจาก 0 y  ดังนั้น 0 sin 1y  จะได้ว่า 

  
dy

dx
 

2

1
, 1 1

1
x

x
 

  (arccos )
d

x
dx

 
2

1
, 1 1

1
x

x
 ◼ 

 

สูตร 
2

1
(arctan )

1

d
x

dx x
 

พิสูจน์ ให้ arctany x  เมื่อ 
2 2
y  

ดังนั้น tanx y  หาอนุพันธ์เทียบ x  ทั้งสองข้าง 

  ( )
d
x

dx
 (tan )

d
y

dx
 

  1 2sec
dy
y
dx

 

  
dy

dx
 

2

1

sec y
 

จาก tanx y  ดังนั้น 2 2 2sec 1 tan 1y y x  จะได้ว่า 

  
dy

dx
 

2

1

1 x
 

  (arctan )
d

x
dx

 
2

1

1 x
 ◼ 

 

สูตร 
2

1
(arccot )

1

d
x

dx x
 

พิสูจน์ ให้ arccoty x  เมื่อ 0 y  

ดังนั้น cotx y  หาอนุพันธ์เทียบ x  ทั้งสองข้าง 
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  ( )
d
x

dx
 (cot )

d
y

dx
 

  1 2cosec
dy
y
dx

 

  
dy

dx
 

2

1

cosec y
 

จาก cotx y  ดังนั้น 2 2 2cosec 1 cot 1y y x  จะได้ว่า 

  
dy

dx
 

2

1

1 x
 

  (arccot )
d

x
dx

 
2

1

1 x
 ◼ 

 

สูตร 
2

1
(arcsec ) , | | 1

| | 1

d
x x

dx x x
 

พิสูจน์ ให้ arcsecy x  จะได้ว่า 0
2

y  เมื่อ 1x  หรือ 
2
y  เมื่อ 1x   

ดังนั้น secx y  หาอนุพันธ์เทียบ x  ทั้งสองข้าง 

  ( )
d
x

dx
 (sec )

d
y

dx
 

  1 sec tan
dy

y y
dx

 

  
dy

dx
 

1

sec tany y
 

จาก secx y  ดังนั้น 2 2 2tan sec 1 1y y x  จะได้ 2tan 1y x  

ถ้า 1x  แล้ว 0
2

y  ดังนั้น tan 0y  จะได้ว่า 

  
dy

dx
 

2

1

1x x
 

ถ้า 1x  แล้ว 
2
y  ดังนั้น tan 0y  จะได้ว่า 

  
dy

dx
 

2

1

1x x
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ดังนั้น (arcsec )
d

x
dx

 
2

1
, | | 1

| | 1
x

x x
 ◼ 

 

สูตร 
2

1
(arccosec ) , | | 1

| | 1

d
x x

dx x x
 

พิสูจน์ ให ้  arccosecy x  จะได ้ว ่ า  0
2

y  เม ื ่อ 1x  หร ือ 0
2
y  เมื่อ 

1x   

ดังนั้น cosecx y  หาอนุพันธ์เทียบ x  ทั้งสองข้าง 

  ( )
d
x

dx
 (cosec )

d
y

dx
 

  1 cosec cot
dy

y y
dx

 

  
dy

dx
 

1

cosec coty y
 

จาก cosecx y  ดังนั้น 2 2 2cot cosec 1 1y y x  

จะได้ 2cot 1y x  

ถ้า 1x  แล้ว 0
2

y  ดังนั้น cot 0y  จะได้ว่า 

  
dy

dx
 

2

1

1x x
 

ถ้า 1x  แล้ว 0
2
y  ดังนั้น cot 0y  จะได้ว่า 

  
dy

dx
 

2

1

( 1 )x x
 

   
2

1

1x x
 

ดังนั้น (arccosec )
d

x
dx

 
2

1
, | | 1

| | 1
x

x x
 ◼ 
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สูตรการหาปริพันธ ์

1. ปริพันธ์ของฟังก์ชันตรีโกณมิติ (เพิ่มเติม) 

สูตร tan ln | sec |x dx x c  

พิสูจน์ จาก  tanx dx  
sin

cos

x
dx
x

 

ให้ cosu x , (cos ) sindu d x x dx  

          (cos ) sind x x dx  

ดังนั้น tanx dx  1
(sin )

cos
x dx

x
 

   
1
(cos )

cos
d x
x

 

   ln | cos |x c  

   
1

ln
sec

c
x

 

   ( ln | 1 | ln | sec |)x c  

   ln1 ln | sec |x c  

   ln | sec |x c  ◼ 

 

สูตร cot ln | sin |x dx x c  

พิสูจน์ จาก  cotx dx  
cos

sin

x
dx
x

 

ให้ sinu x , (sin ) cosdu d x x dx  

ดังนั้น cotx dx  1
(cos )

sin
x dx

x
 

   
1
(sin )

sin
d x
x

 

   ln | sin |x c  ◼ 

  

สูตร 1
, cosdu u x

u
 

ln1 0  

ln ln ln
u

u v
v

 

สูตร 1
, sindu u x

u
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สูตร sec ln | sec tan |x dx x x c  

พิสูจน์ จาก  secx dx  
sec tan

sec
sec tan

x x
x dx

x x
 

   
2sec sec tan

sec tan

x x x
dx

x x
 

ให้ sec tanu x x , (sec tan )du d x x  

       2(sec tan sec )x x x dx  

ดังนั้น secx dx  21
(sec sec tan )

sec tan
x x x dx

x x
 

   
1

(sec tan )
sec tan

d x x
x x

 

   ln | sec tan |x x c  ◼ 

 

สูตร cosec ln | cosec cot |x dx x x c  

พิสูจน์ จาก  cosecx dx  
cosec cot

cosec
cosec cot

x x
x dx

x x
 

   
2cosec cosec cot

cosec cot

x x x
dx

x x
 

ให้ cosec cotu x x , (cosec cot )du d x x  

       2( cosec cot cosec )x x x dx  

       2(cosec cosec cot )x x x dx  

ดังนั้น cosecx dx  21
(cosec cosec cot )

cosec cot
x x x dx

x x
 

   
1

(cosec cot )
cosec cot

d x x
x x

 

   ln | cosec cot |x x c  ◼ 

  

สูตร 
1
, sec tandu u x x

u
 

สูตร 
1
, cosec cotdu u x x

u
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2. สูตรลดทอนในการหาปริพันธ์ 

 สูตร 1 21 1
sin sin cos sinn n nn
x dx x x x dx

n n
 

พิสูจน์ พิจารณา 2n  จะได้ว่า 

  sinn x dx  1sin sinn x x dx  

ให้    1sinnu x  จะได้ 2( 1)sin cosndu n x xdx  

และ   sindv x dx  จะได้   sinv x dx  

    cosx  

จากสูตร udv uv vdu  ดังนั้น 

  sinn x dx  1 2 2sin cos ( 1) sin cosn nx x n x x dx  

   1 2 2sin cos ( 1) sin (1 sin )n nx x n x x dx  

   1 2sin cos ( 1) (sin sin )n n nx x n x x dx  

   1 2sin cos ( 1) sinn nx x n x dx  

          ( 1) sinnn x dx  

  sinnn x dx  1 2sin cos ( 1) sinn nx x n x dx  

  sinn x dx  1 21 1
sin cos sinn nn

x x x dx
n n

 ◼ 

 

สูตร 1 21 1
cos cos sin cosn n nn
x dx x x x dx

n n
 

พิสูจน์ พิจารณา 2n  จะได้ว่า 

  cosn x dx  1cos cosn x x dx  

ให้    1cosnu x  จะได้ 2( 1)cos ( sin )ndu n x x dx  

    2( 1)cos sinnn x x dx  

และ   cosdv x dx  จะได้   cosv x dx  

    sinx  

จัดรูปสมการ 
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จากสูตร udv uv vdu  ดังนั้น 

  cosn x dx  1 2 2cos sin ( 1) sin cosn nx x n x x dx  

   1 2 2cos sin ( 1) (1 cos )cosn nx x n x x dx  

   1 2cos sin ( 1) (cos cos )n n nx x n x x dx  

   1 2cos sin ( 1) cosn nx x n x dx  

         ( 1) cosnn x dx  

  cosnn x dx  1 2cos sin ( 1) cosn nx x n x dx  

  cosn x dx  1 21 1
cos sin cosn nn

x x x dx
n n

 ◼ 

 

สูตร 1 21
tan tan tan

1
n n nx dx x x dx

n
 

พิสูจน์ พิจารณา 2n  จะได้ว่า 

  tann x dx  2 2tan tann x x dx  

   2 2tan (sec 1)n x x dx  

   2 2 2(tan sec tan )n nx x x dx  

   2 2 2tan sec tann nx x dx x dx  

   2 2tan (tan ) tann nx d x x dx  

   1 21
tan tan
1

n nx x dx
n

 ◼ 

 

สูตร 1 21
cot cot cot

1
n n nx dx x x dx

n
 

พิสูจน์ พิจารณา 2n  จะได้ว่า 

  cotn x dx  2 2cot cotn x x dx  

   2 2cot (cosec 1)n x x dx  

   2 2 2(cot cosec cot )n nx x x dx  

จัดรูปสมการ 

ให้ tan ,u x  2(tan ) secd x x dx  

สูตร , tannu du u x  
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  cotn x dx  2 2 2cot cosec cotn nx x dx x dx  

   2 2cot (cot ) cotn nx d x x dx  

   1 21
cot cot
1

n nx x dx
n

 ◼ 

 

สูตร 2 21 2
sec tan sec sec

1 1
n n nn
x dx x x x dx

n n
 

พิสูจน์ พิจารณา 2n  จะได้ว่า 

  secn x dx  2 2sec secn x x dx  

ให้    2secnu x  จะได้ 3( 2)sec sec tanndu n x x x dx  

    2( 2)tan secnn x x dx  

และ   2secdv x dx  จะได้   2secv x dx  

    tanx  

จากสูตร udv uv vdu  ดังนั้น 

  secn x dx  2 2 2tan sec ( 2) tan secn nx x n x x dx  

   2 2 2tan sec ( 2) (sec 1)secn nx x n x x dx  

   2 2tan sec ( 2) (sec sec )n n nx x n x x dx  

   2tan sec ( 2) secn nx x n x dx  

         2( 2) secnn x dx  

  ( 1) secnn x dx  2 2tan sec ( 2) secn nx x n x dx  

  secn x dx  2 21 2
tan sec sec
1 1

n nn
x x x dx

n n
 ◼ 

  

สูตร , tannu du u x  

จัดรูปสมการ 

ให้ cot ,u x   

2(cot ) cosecd x x dx  
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สูตร 2 21 2
cosec cot cosec cosec

1 1
n n nn
x dx x x x dx

n n
 

พิสูจน์ พิจารณา 2n  จะได้ว่า 

  cosecn x dx  2 2cosec cosecn x x dx  

ให้    2cosecnu x  จะได้ 3( 2)cosec ( cosec cot )ndu n x x x dx  

    2( 2)cot cosecnn x xdx  

และ   2cosecdv x dx  จะได้   2cosecv x dx  

    cotx  

จากสูตร udv uv vdu  ดังนั้น 

  cosecn x dx  2 2 2cot cosec ( 2) cot cosecn nx x n x x dx  

   2cot cosecnx x  

          2 2( 2) (cosec 1)cosecnn x x dx  

   2cot cosecnx x  

          2( 2) (cosec cosec )n nn x x dx  

   2cot cosec ( 2) cosecn nx x n x dx  

           2( 2) cosecnn x dx  

( 1) cosecnn x dx  2 2cot cosec ( 2) cosecn nx x n x dx  

  cosecn x dx  2 21 2
cot cosec cosec
1 1

n nn
x x x dx

n n
 ◼ 

 

3. ปริพันธ์ของฟังก์ชันที่อยู่ในรูป u2 และ a2 (เพิ่มเติม) 

สูตร 
2 2

1
ln

2

dx x a
c

a x ax a
 

พิสูจน์ ให้ secx a  จะได้ sec tandx a d  เมื่อ 0
2

 

และ   2 2 2 2tanx a a  ดังนั้น 

  

จัดรูปสมการ 
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2 2

dx

x a
 

2 2

sec tan

tan

a d

a
 

   
sec1

tan

d

a
 

   
1 1 cos

cos sin
d

a
 

   
1 1

sin
d

a
 

   
1
cosec d

a
 

   
1
ln | cosec cot | c
a

 

จาก secx a  โดยทฤษฎีบทพีทากอรัส 

จะได้ 
2 2

cosec
x

x a
 และ 

2 2
cot

a

x a
 ดังนั้น 

 
2 2

dx

x a
 

2 2 2 2

1
ln

x a
c

a x a x a
 

   
2 2

1
ln

x a
c

a x a
 

   
2 2 1/2

1
ln
( )

x a
c

a x a
 

   2 21 1
ln | | ln | |

2
x a x a c

a a
 

   
1 1
ln | | ln | ( )( ) |

2
x a x a x a c

a a
 

   
1 1 1
ln | | ln | | ln | |

2 2
x a x a x a c

a a a
 

   
1 1
ln | | ln | |

2 2
x a x a c

a a
 

   
1
ln

2

x a
c

a x a
 ◼ 

  

สูตร cosecx dx  
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สูตร 
2 2

1
ln

2

dx a x
c

a a xa x
 

พิสูจน์ ให้ sinx a  จะได้ cosdx a d  เมื่อ 
2 2

 

และ 2 2 2 2cosa x a  ดังนั้น 

 
2 2

dx

a x
 

2 2

cos

cos

a d

a
 

   
1 1

cos
d

a
 

   
1
sec d

a
 

   
1
ln | sec tan | c
a

 

จาก sinx a  โดยทฤษฎีบทพีทากอรัส 

จะได้ 
2 2

sec
a

a x
 และ 

2 2
tan

x

a x
 ดังนั้น 

 
2 2

dx

a x
 

2 2 2 2

1
ln

a x
c

a a x a x
 

   
2 2

1
ln

a x
c

a a x
 

   
2 2 1/2

1
ln
( )

a x
c

a a x
 

   2 21 1
ln | | ln | |

2
a x a x c

a a
 

   
1 1
ln | | ln | ( )( ) |

2
a x a x a x c

a a
 

   
1 1 1
ln | | ln | | ln | |

2 2
a x a x a x c

a a a
 

   
1 1
ln | | ln | |

2 2
a x a x c

a a
 

   
1
ln

2

a x
c

a a x
 ◼ 

  

สูตร secx dx  
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สูตร 2 2

2 2
ln

dx
x x a c

x a
 

พิสูจน์ ให้ tanx a  จะได้ 2secdx a d  เมื่อ 
2 2

 

และ 2 2 secx a a  ดังนั้น 

  
2 2

dx

x a
 

2sec

sec

a d

a
 

   sec d  

   ln | sec tan | c  

จาก tanx a  โดยทฤษฎีบทพีทากอรัส 

จะได้ tan x

a
 และ 

2 2

sec
x a

a
 ดังนั้น 

  
2 2

dx

x a
 

2 2

ln
x a x

c
a a

 

   
2 2

ln
x x a

c
a

 

   2 2ln | | ln | |x x a a c  

   2 2ln | |x x a C    เมื่อ ln | |C a c  ◼ 

 

สูตร 2 2

2 2
ln

dx
x x a c

x a
 

พิสูจน์ ให้ secx a  จะได้ sec tandx a d  เมื่อ  0
2

 

และ 2 2 tanx a a  ดังนั้น 

  
2 2

dx

x a

sec tan

tan

a d

a
 

   sec d  

   ln | sec tan | c  

สูตร secx dx  

ln ln ln
u

u v
v

 

สูตร secx dx  
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จาก secx a  โดยทฤษฎีบทพีทากอรัส 

จะได้ sec x

a
 และ 

2 2

tan
x a

a
 ดังนั้น 

  
2 2

dx

x a

2 2

ln
x x a

c
a a

 

   
2 2

ln
x x a

c
a

 

   2 2ln | | ln | |x x a a c  

   2 2ln | |x x a C  เมื่อ ln | |C a c  ◼ 

 

สูตร 
2

2 2 2 2 arcsin
2 2

x a x
a x dx a x c

a
 

พิสูจน์ ให้ sinx a  จะได้ cosdx a d  เมื่อ 
2 2

 

และ 2 2 cosa x a  ดังนั้น 

   2 2a x dx  cos cosa a d  

   2 2cosa d  

   2 1 1
cos sin
2 2

a d  

   
2 2

sin cos
2 2

a a
d  

   
2 2

sin cos
2 2

a a
c  

จาก sinx a  โดยทฤษฎีบทพีทากอรัส 

จะได้ sin x

a
, 

2 2

cos
a x

a
 และ arcsin

x

a
 ดังนั้น 

   2 2a x dx  
2 2 2 2

arcsin
2 2

a x a x a x
c

a a a
 

   
2

2 2 arcsin
2 2

x a x
a x c

a
 ◼ 

ln ln ln
u

u v
v

 

สูตร cosn x dx  
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สูตร 
2

2 2 2 2 2 2ln
2 2

x a
x a dx x a x x a c  

พิสูจน์ ให้ tanx a  จะได้ 2secdx a d  เมื่อ 
2 2

 

และ 2 2 secx a a  ดังนั้น 

   2 2x a dx  2sec seca a d  

   2 3seca d  

   2 1 1
tan sec sec
2 2

a d  

   
2 2

tan sec sec
2 2

a a
d  

   
2 2

tan sec ln | sec tan |
2 2

a a
c  

จาก tanx a  โดยทฤษฎีบทพีทากอรัส 

จะได้ tan x

a
 และ 

2 2

sec
x a

a
 ดังนั้น 

  2 2x a dx
2 2 2 2 2 2

ln
2 2

a x a x a x a x
c

a a a a
 

   
2 2 2

2 2 ln
2 2

x a x x a
x a c

a
 

   
2 2

2 2 2 2ln | | ln | |
2 2 2

x a a
x a x x a a c  

   
2

2 2 2 2ln | |
2 2

x a
x a x x a C  

เมื่อ 
2

ln | |
2

a
C a c  ◼ 

 

สูตร 
2

2 2 2 2 2 2ln
2 2

x a
x a dx x a x x a c  

พิสูจน์ ให้ secx a  จะได้ sec tandx a d  เมื่อ 0
2

 

สูตร secn x dx  

ln ln ln
u

u v
v

 

สูตร secx dx  
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และ 2 2 tanx a a  ดังนั้น 

   2 2x a dx  tan sec tana a d  

   2 2tan seca d  

   2 2(sec 1)seca d  

   2 3(sec sec )a d  

   2 3 2sec seca d a d  

   2 21 1
tan sec sec sec
2 2

a d a d  

   
2 2

2tan sec sec sec
2 2

a a
d a d  

   
2 2

tan sec sec
2 2

a a
d  

   
2 2

tan sec ln | sec tan |
2 2

a a
c  

จาก secx a  โดยทฤษฎีบทพีทากอรัส 

จะได้ sec x

a
 และ 

2 2

tan
x a

a
 ดังนั้น 

   2 2x a dx  
2 2 2 2 2 2

ln
2 2

a x a x a x a x
c

a a a a
 

   
2 2 2

2 2 ln
2 2

x a x x a
x a c

a
 

   
2 2

2 2 2 2ln | | ln | |
2 2 2

x a a
x a x x a a c  

 2 2x a dx  
2

2 2 2 2ln | |
2 2

x a
x a x x a C  

เมื่อ 
2

ln | |
2

a
C a c  ◼ 

 

สูตร secn x dx  

สูตร secx dx  

ln ln ln
u

u v
v
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23
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2 2

1 1
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2 3
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2

3 4 5
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11

x
x x x

x xx
 

4.8 
4

2 2

( 1) 4 1 1 2

1 2( 2)( 1) 1

x x x

x x xx x x
 

4.9 
1 1 1 1 1

2 ( 2)( 3) 1 2 3

x

x x x x x
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23

(2 3) 2 2 1

2 3 3 523 5

x x x

x xxx
 

5.1 
1 x

x

e

x e
 5.2 

26 112 4 ln 4xx  
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2

2 log

4

xxe e
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 5.4 
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2
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1

x

x
 

7.2 
2

1

1 lnt t
 7.3 

2

3
arcsin 3

1 9

x
xe
e x

x
 

7.4 
2

2 arcsec
1

x
x x

x
 7.5 

2

1

(1 ln 7 )x x
 

7.6 
2

2

1 4 arcsin2x x
 8. 3 24 6 4 1x x x  
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คำศัพท ์ หน้า 
LIATE 195 

กฎของโลปิตาล (L’Hôpital’s rule) 119 

กฎลูกโซ่ (the chain rule) 81 

กราฟของฟังก์ชัน (Graph of function) 3 

การเขียนกราฟของฟังก์ชัน (Sketch graph of function) 127 

การเขียนฟังก์ชันในรูปของฟังก์ชันประกอบ (Expressing a function as a composite 25 

function) 

การใช้ซอฟต์แวร์ในการลงจุดกราฟ (Graphing with software) 26 

การประมาณค่าเชิงเส้น (linearization) 156 

การประมาณค่าเชิงเส้นมาตรฐาน (standard linear approximation) 156 

การแยกเป็นเศษส่วนย่อย (partial fractions) 216 

การวัดมุมเป็นเรเดียน (radian measure) 302 

การหาค่าของฟังก์ชัน (Evaluating function) 9 

การหาปริพันธ์ของฟังก์ชันตรรกยะโดยการแยกเป็นเศษส่วนย่อย (Integration of 216 

rational functions by partial fractions) 

การหาปริพันธ์โดยการแทนค่าด้วยฟังก์ชันตรีโกณมิติ (Integration by 210 

trigonometric substitutions) 

การหาปริพันธ์โดยการแทนค่าตัวแปร (Integration by substitution) 171 

การหาปริพันธ์โดยการแทนค่าตัวแปรใหม่ (Integration by substitution of a new 225 

variable) 

การหาปริพันธ์ทีละส่วน (Integration by parts) 189 

การหาปริพันธ์ทีละส่วนโดยใช้ตาราง (Tabular integration by parts) 196 

การหาปริพันธ์ฟังก์ชันตรีโกณมิติยกกำลัง (Integration by trigonometric power) 198 

การหาปริมาตรที่เกิดจากการหมุน (Volume of solid of revolution) 256 

การหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันประกอบ (Derivative of a composite function) 80 

การหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันพีชคณิต (Derivative of an algebraic function) 75 
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คำศัพท ์ หน้า 
การหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันอดิศัย (Derivative of transcendental functions) 93 

แกนหมุน (axis of revolution) 256 

ความคลาดเคลื่อนสัมพัทธ์ (relative error) 159 

ความชัน (slope) 70 

ความต่อเนื่อง (continuous) 58 

ความต่อเนื่องของฟังก์ชัน (Continuity of a function) 56 

ความต่อเนื่องทางขวา (right continuous) 58 

ความต่อเนื่องทางซ้าย (left continuous) 58 

ความเร่ง (acceleration) 147 

ความเร็ว (velocity) 147 

ความเว้า (concave) 131 

ค่าคงตัว (constant) 166 

ค่าความคลาดเคลื่อน (approximation error) 159 

ค่าเชิงอนุพันธ์ (differentials) 154 

ค่าต่ำสุดสัมบูรณ์ (absolute minimum) 135 

ค่าต่ำสุดสัมพัทธ์ (relative minimum) 135 

ค่าสัมบูรณ์ (absolute value) 6 

ค่าสุดขีดของฟังก์ชัน (Extreme value of function) 134 

ค่าสุดขีดสัมบูรณ์ (absolute extreme) 135 

ค่าสุดขีดสัมพัทธ์ (relative extreme) 135 

ค่าสูงสุดสัมบูรณ์ (absolute maximum) 135 

ค่าสูงสุดสัมพัทธ์ (relative maximum) 135 

คู่อันดับ (order) 1 

เครื่องหมายปริพันธ์ (integral sign) 166 

โคเซแคนต์ (cosecant) 304 

โคไซน์ (cosine) 304 

โคแทนเจนต์ (cotangent) 304 
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จุดเปลี่ยนเว้า (inflection point) 131, 132 

จุดวิกฤต (critical point) 135 

ชะลอความเร็ว (slowing down) 149 

เซแคนต์ (secant) 304 

ไซน์ (sine) 304 

โดเมน (domain) 1 

ตรีโกณมิติ (trigonometric) 304 

ตัวถูกหาปริพันธ์ (integrand) 233 

ตัวแปร (variable) 166 

ตัวแปรตาม (dependent variable) 2 

ตัวแปรอิสระ (independent variable) 2 

ทฤษฎีบทของลิมิต (Theorem of limit) 36 

ทฤษฎีบทแซนวิซ (sandwich theorem or squeeze theorem) 41 

ทฤษฎีบทหลักมูลของแคลคูลัส (the fundamental theorem of calculus) 233 

แทนเจนต์ (tangent) 304 

ปฏิยานุพันธ์ (antiderivative) 167 

ประเภทของฟังก์ชัน (Type of function) 15 

ปริพัทธ์ (integrand) 166 

ปริพันธ์จำกัดเขต (definite integral) 165, 232 

ปริพันธ์ทีละส่วน (integration by parts) 189 

ปริพันธ์ไม่จำกัดเขต (indefinite integral) 165, 166 

ปัญหาโจทย์ค่าสุดขีด (Extreme value problem) 145 

ปัญหาเส้นสัมผัส (tangent line problem) 69 

ปัญหาอัตราสัมพัทธ์ (Related rates problem) 151 

ผลบวกรีมันน์ (Riemann sums) 231 

ผลแบ่งก้ัน (partition) 231 

พีชคณิตของฟังก์ชัน (Algebra of function) 18 
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คำศัพท ์ หน้า 
พ้ืนที่ (area) 243 

พ้ืนที่ระหว่างเส้นโค้ง (Area of a region between curve) 241 

ฟังก์ชัน (function) 1 

ฟังก์ชันขยายความต่อเนื่อง (continuous extension function) 63 

ฟังก์ชันขั้นบันได (step function) 4 

ฟังก์ชันความเร่ง (acceleration function) 148 

ฟังก์ชันความเร็ว (velocity function) 147 

ฟังก์ชันค่าคงตัว (constant function) 15 

ฟังก์ชันค่าสัมบูรณ์ (absolute value function) 6 

ฟังก์ชันคี่ (odd function) 8 

ฟังก์ชันคู่ (even function) 8 

ฟังก์ชันเชิงเส้น (linear function) 15 

ฟังก์ชันด้านนอก (outer function) 25 

ฟังก์ชันด้านใน (inner function) 25 

ฟังก์ชันโดยชัดแจ้ง (explicit function) 87 

ฟังก์ชันโดยปริยาย (implicit function) 87 

ฟังก์ชันตรรกยะ (rational function) 17 

ฟังก์ชันตรีโกณมิติ (Trigonometric function) 302 

ฟังก์ชันตรีโกณมิติผกผัน (Inverse trigonometric function) 308 

ฟังก์ชันต่อเนื่อง (continuous function) 61 

ฟังก์ชันที่นิยามทีละช่วง (Piecewise-defined functions) 4 

ฟังก์ชันประกอบ (composite function) 21 

ฟังก์ชันผกผัน (inverse function) 12, 13 

ฟังก์ชันผกผันของฟังก์ชันโคเซแคนต์(inverse cosecant function) 309 

ฟังก์ชันผกผันของฟังก์ชันโคไซน์ (inverse cosine function) 309 

ฟังก์ชันผกผันของฟังก์ชันโคแทนเจนต์ (inverse cotangent function) 309 

ฟังก์ชันผกผันของฟังก์ชันเซแคนต์ (inverse secant function) 309 
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คำศัพท ์ หน้า 
ฟังก์ชันผกผันของฟังก์ชันไซน์ (inverse sine function) 308 

ฟังก์ชันผกผันของฟังก์ชันแทนเจนต์ (inverse tangent function) 309 

ฟังก์ชันผลคูณ (multiplication function) 18 

ฟังก์ชันผลบวก (addition function) 18 

ฟังก์ชันผลลบ (minus function) 18 

ฟังก์ชันผลหาร (dividing function) 18 

ฟังก์ชันพหุนาม (polynomial function) 16 

ฟังก์ชันพีชคณิต (Algebraic function) 15 

ฟังก์ชันเพ่ิม (increasing function) 7, 127 

ฟังก์ชันยกกำลัง (power function) 16 

ฟังก์ชันรากที่ n  ( thn  root function) 16 

ฟังก์ชันลด (decreasing function) 7, 127 

ฟังก์ชันลอการิทึม (Logarithm function) 301 

ฟังก์ชันลอการิทึมฐาน a  (logarithm function with base a ) 301 

ฟังก์ชันเลขชี้กำลัง (Exponential function) 300 

ฟังก์ชันเลขชี้กำลังฐาน a  (exponential function with base a ) 300 

ฟังก์ชันเลขชี้กำลังฐาน e  (exponential function with base e ) 300 

ฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง (one-to-one function) 12 

ฟังก์ชันอดิศัย (Transcendental function) 18 

ฟังก์ชันอัตราเร็ว (speed function) 148 

ฟังก์ชันเอกลักษณ์ (identity function) 15 

ระดับชั้น n  (degree n ) 16 

ระยะทาง (distance) 147 

รูปแบบทั่วไปของสูตรการหาอนุพันธ์ (generalized derivative formula) 81 

รูปแบบยังไม่กำหนด (indeterminate form) 42, 119 

เร่งความเร็ว (speed up) 149 

เรเดียน (radian) 303 
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คำศัพท ์ หน้า 
เรนจ์ (range) 1 

ลอการิทึมฐานธรรมชาติ (natural logarithm) 301 

ลอการิทึมฐานสามัญ (common logarithm) 301 

ลิมิต (limit) 35 

ลิมิต ณ อนันต์ (limit at infinity) 48 

ลิมิตกับปัญหาค่าอนันต์ (Infinity problem of limit) 48 

ลิมิตของฟังก์ชัน (Limit of a function) 31 

ลิมิตทางขวา (right hand limit) 36 

ลิมิตทางซ้าย (left hand limit) 35 

ลิมิตบน (upper limit) 233 

ลิมิตมีค่าอนันต์ (infinity limit) 48 

ลิมิตล่าง (lower limit) 233 

วิธีแบบจาน (disk method) 256, 258 

วิธีแบบเปลือกทรงกระบอก (cylindrical shell method) 256, 275 

วิธีแบบวงแหวน (washers method) 259 

เว้าขึ้น (concave up) 131 

เว้าลง (concave down) 131 

ส่วนเปลี่ยนแปลง (increment) 71 

สูตรลดทอนในการหาปริพันธ์ (integration reduction formula) 208 

เส้นสัมผัสโค้ง (tangent line) 70 

หาปริพันธ์ได้ (integrable) 232 

หาอนุพันธ์ได้ (differentiable) 73 

อนันต์ (infinity) 48 

อนุพันธ์ (derivative) 72 

อนุพันธ์ของฟังก์ชัน (Derivative of a function) 72 

อนุพันธ์ของฟังก์ชันโดยปริยาย (Implicit differentiation) 87 

อนุพันธ์ของฟังก์ชันตรีโกณมิติ (Derivatives of trigonometric function) 103 
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คำศัพท ์ หน้า 
อนุพันธ์ของฟังก์ชันตรีโกณมิติผกผัน (Derivatives of inverse of trigonometric 110 

function) 

อนุพันธ์ของฟังก์ชันลอการิทึม (Derivative of logarithmic functions) 93 

อนุพันธ์ของฟังก์ชันเลขชี้กำลัง (Derivative of exponential functions) 98 

อนุพันธ์อันดับ n  ( thn  derivative) 90 

อนุพันธ์อันดับ 1 (first derivative) 90 

อนุพันธ์อันดับ 2 (second derivative) 90 

อนุพันธ์อันดับ 3 (third derivative) 90 

อนุพันธ์อันดับ 4 (fourth derivative) 90 

อนุพันธ์อันดับสูง (Higher derivatives) 90 

อัตราการเปลี่ยนแปลง (Rate of change) 71 

อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ย (rate of average change) 71 

อัตราสัมพัทธ์ (related rates) 151 
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