
	 Vol.11 No.2 July - December 2017  79 

วารสารวิจัย

หลักเกณฑสี่เหลีย่มคางหมูเชิงประกอบสาํหรับการแปลงลาปลาซผกผนัเชงิตัวเลขของ

ฟงกชันตรรกยะในระบบควบคมุแอลทีไอดวยการโปรแกรมซีพลสัพลสั 

Composite Trapezoidal Rule for Numerical Inverse Laplace Transform 

of Rational Functions in LTI Control Systems with C++ Programming  

 

ชัยณรงค วิเศษศักด์ิวิชัย1 และ ประเสรฐิ เผาชู2 
1สาขาวิชาวิศวกรรมไฟฟา คณะวิศวกรรมศาสตร มหาวิทยาลัยเทคโนโลยีราชมงคลกรุงเทพ 

2สาขาวิชาคณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยเทคโนโลยีราชมงคลกรุงเทพ 

โทร: 081-3437693 E-mail: chainarong.w@mail.rmutk.ac.th 

 

บทคัดยอ 

บทความนี้นําเสนอการพัฒนาระเบียบวิธีเชิงตัวเลขสําหรับการแปลงลาปลาซผกผัน เพ่ือใชในงาน

วิเคราะหระบบควบคุมแอลทีไอ (Linear Time Invarian; LTI) ดวยคอมพิวเตอร โดยใชไลบรารีมาตรฐาน

(Standard library) ของภาษาการโปรแกรมซีพลัสพลัส (C++) ท่ีเปนแบบทรัพยากรเปด (Open source) ทํา

การใชเทคนิคการโปรแกรมเชิงวัตถุ (Object-Oriented Programming; OOP) สรางวัตถุเชิงวิธีดําเนินการแปลง

ลาปลาซผกผันเชิงตัวเลข ดวยการทําปริพันธเชิงตัวเลขใหกับอินทิกรัลบรอมวิช (Bromwich integral) ท่ี

ดําเนินการลดรูปลงเปนปริพันธคาจริงซ่ึงมีเฉพาะตัวประกอบโคไซน และใชหลักเกณฑสี่เหลี่ยมคางหมูเชิง

ประกอบ สําหรับการแปรคาชวงกวางของการปริพันธเชิงตัวเลข ใหไดผลความแมนเปนไปตามคาคลาดเคลื่อน

ยินยอมท่ีกําหนด โดยวัตถุเชิงโปรแกรมท่ีสรางขึ้น ยังไดถูกออกแบบใหประกอบดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลขอ่ืนท่ี

เกี่ยวของไดแก ระเบียบวิธีของลาแกร (Laguerre’s method) ข้ันตอนวิธีของฮอรเนอร (Horner’s algorithm)  

การหารสังเคราะห (Synthetic division) และการคูณซอนใน (nested multiplication) เพ่ือใชในการหาศูนย

ของพหุนามสําหรับการเลือกคอนทัวร (Contour) ท่ีเหมาะสมในการหลีกเลี่ยงจุดเอกฐานของปริพัทธ 

(Integrand) ของอินทิกรัลบรอมวิช วัตถุเชิงวิธีดําเนินการแปลงลาปลาซผกผันเชิงตัวเลขดวยหลักเกณฑสี่เหลี่ยม

คางหมู ของบทความนี้ ใหผลเปนท่ีนาพอใจและมีคาคลาดเคลื่อนในระดับตํ่า ท้ังในการหาผลการแปลงลาปลาซ

ผกผันเชิงตัวเลขกับฟงกชันตรรกยะแบบเศษสวนแท และผลตอบสนองขั้นหนึ่งหนวยของระบบควบคุมแอลทีไอ 

 

คําสําคัญ : การโปรแกรมเชิงวัตถุ อินทิกรัลบรอมวิช หลักเกณฑสี่เหลี่ยมคางหมู ระเบียบวิธีของลาแกร ข้ันตอน

วิธีของฮอรเนอร การหารสังเคราะห การคูณซอนใน การแปลงลาปลาซผกผันเชิงตัวเลข 
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ABSTRACT 

This paper presents a development of numerical methods for the inverse Laplace 

transform to analysis LTI (Linear Time Invariant) control systems by computer. The open 

source Standard C++ Library is used to create the programmatic objects by OOP (Object-

Oriented Programming) for the numerical inverse Laplace transform object that uses numerical 

integration to the Bromwich integral. The composite trapezoidal rule is implemented on the 

simplified Bromwich integral which is real value integration that has only one cosine factor. 

The accuracy of numerical integration will be met by varying step size of the trapezoidal rule 

according to specified tolerance. The other numerical methods such that Laguerre’s method, 

Horner’s algorithm, synthetic division and nested multiplication will be included in the created 

programmatic objects for finding zeros of polynomial in order to avoid all singular points of 

integrand of Bromwich integral to make analytic integrand on contour of integration. The 

numerical inverse Laplace transform object of this article gives satisfactory results in both of 

the numerical inverse Laplace transform to the proper rational functions and unit step 

response of LTI control systems. 
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Laplace transform 

 

1. บทนาํ

ความยากของการคํานวณผลเฉลย ให

กับปญ หาทางคณิตศาสตรท่ีประสบในงานวิศวกรรม 

กระ ตุนใหวิศวกรหรือนักวิจัย ท้ังในภาคอุตสาหกรรม

และภาคการศึกษา คนหาข้ันตอนวิธี (Algorithms) 

สําหรับนําคอมพิวเตอรเขามาเปนเคร่ืองมือคํานวณ 

หาผลเฉลยท่ีมีความยาก ใหไดผลเฉลยท่ีมีความแมน

และรวดเร็ว โดยเฉพาะกับงานวิเคราะหสภาวะ ชั่วครู

ของระบบทางวิศวกรรม การคํานวณผลการแปลงลา

ปลาซผกผันเชิงตัวเลข [1] จะเขามามีบทบาทสําคัญ 

ไดเชนเดียวกับปญหาการคํานวณสภาพการกระจาย

ตัวของแรงดัน และกระแสบนสายสงกําลังไฟฟา หรือ

แมแตในขดลวดของหมอแปลงไฟฟา [2-4] จะพบวา 

ระบบสมการเชิงอนุพันธท่ีเกี่ยวของ ถูกทําใหอยูใน

รูปแบบท่ีงายตอการหาผลเฉลยดวยผลการแปลง 

ลาปลาซ ผลเฉลยท่ีคํานวณไดในโดเมนของลาปลาซ

จะถูกแปลงกลับไปสูโดเมนเวลาดวยคอมพิวเตอร 

โดยใชผลการแปลงลาปลาซผกผันเชิงตัวเลข  

ผลการแปลงลาปลาซผกผันเชิงตัวเลข ดวย 

การหาปริพันธโดยตรง ไดถูกนําเสนอโดย Dubner 

และ Abate [5-6] ซ่ึงถูกเรียกวาระเบียบวิธีอนุกรม 

ฟูริเยร  (Fourier series method) ระเบียบวิธีนี้ มี

ความงายในการนําไปดําเนินงานจริง แตอาจจะประสบ

กับการลูเขาสูผลเฉลยท่ีชา และมีลักษณะดังนี้ 
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เม่ือ ( )f ⋅  คือการแปลงลาปลาซผกผันเชิงตัวเลขดวย

ระเบียบวิธีอนุกรมฟูริเยร และ ( )F ⋅ คือผลการแปลง

ลาปลาซสําหรับ [ , ]Tt ∈ 0
2

 ในท่ีซ่ึง T > 0 และ a∈R

โดย ท่ี  a σ> 0  ท้ั งนี้ พิกัด ท่ีหนึ่ ง  (abscissa)  ของ

บริเวณการลูเขากําหนดดวยσ0 โดยความแมนของ

ระเบียบวิธีนี้ขึ้นกับพารามิเตอร a  และจํานวนพจนท่ี

ใชในการประเมินคา [7] 

เปาหมายของงานในท่ีนี้คือ การนําเสนอ 

ระ เบียบวิธีผลการแปลงลาปลาซผกผันเชิงตัวเลข 

สําหรับอินทิกรัลบรอมวิช โดยจะลดรูปลงใหเหลือ

เปนปริพันธคาจริงซ่ึงมีเฉพาะตัวประกอบโคไซน 

สําหรับการหาปริพันธเชิงตัวเลขดวยหลักเกณฑ

สี่เหลี่ยมคางหมูท้ังนี้คาความแมนของปริพันธเชิง

ตัว เลขจะ เปน ไปตามค าคลาดเคลื่ อน ยินยอม 

(Tolerance) ท่ีกําหนด สําหรับการวิเคราะหระบบ

ควบคุมแอลทีไอ โดยใชไลบรารีมาตรฐานของภาษา

การโปรแกรมซี พลัสพลัสซ่ึงเปนแบบทรัพยากรเปด 

 

2. หลักการที่เก่ียวของ 

ความสัมพันธแบบอินพุต-เอาตพุตของ

ระบบเชิงเสนตัวแปรเด่ียวเปนระบบเชิงเหตุ (Causal 

system) ไมแปรตามเวลาและไมมีพลังงานเก็บสะสม

ท่ีเวลาใดๆ คือ 
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ทําใหเอาตพุตของระบบไมแปรตามเวลาเชิงเสน ถูก
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เม่ือใชตัวแปรใหม v t τ−= จะจัดสมการไดเปน 
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โดยฟงกชันถายโอน (Transfer function) ของระบบ

แอลทีไอ ( )G s  จะมีลักษณะดังตอไปนี้ 
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ในท่ีซ่ึง ( ), , , ,c i qi = +1 2 3 … 1  และ ( ), , , ,b j rj = 1 2 3 …   

เปนคาคงท่ี สําหรับระบบไมแปรตามเวลาเชิงเสน 

พหุนามตัวเศษของระบบจะมีระดับข้ัน q  และพหุนาม

ตัวสวนมีระดับข้ัน  r   โดยให  q ≤ r  เพ่ือท่ีระบบ จะ 

มีความสามารถเปนไดจริงทางกายภาพ (Physically 

realizable system) สงผลใหเอาตพุตของระบบแอล

ทีไอ ไดผลการคํานวณอยูในรูปฟงกชันตรรกยะดังนี้ 
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ระเบียบวิธีอนุกรมฟูริเยร และ ( )F ⋅ คือผลการแปลง

ลาปลาซสําหรับ [ , ]Tt ∈ 0
2

 ในท่ีซ่ึง T > 0 และ a∈R

โดย ท่ี  a σ> 0  ท้ั งนี้ พิกัด ท่ีหนึ่ ง  (abscissa)  ของ

บริเวณการลูเขากําหนดดวยσ0 โดยความแมนของ

ระเบียบวิธีนี้ขึ้นกับพารามิเตอร a  และจํานวนพจนท่ี

ใชในการประเมินคา [7] 

เปาหมายของงานในท่ีนี้คือ การนําเสนอ 

ระ เบียบวิธีผลการแปลงลาปลาซผกผันเชิงตัวเลข 

สําหรับอินทิกรัลบรอมวิช โดยจะลดรูปลงใหเหลือ

เปนปริพันธคาจริงซ่ึงมีเฉพาะตัวประกอบโคไซน 

สําหรับการหาปริพันธเชิงตัวเลขดวยหลักเกณฑ

สี่เหลี่ยมคางหมูท้ังนี้คาความแมนของปริพันธเชิง

ตัว เลขจะ เปน ไปตามค าคลาดเคลื่ อน ยินยอม 

(Tolerance) ท่ีกําหนด สําหรับการวิเคราะหระบบ

ควบคุมแอลทีไอ โดยใชไลบรารีมาตรฐานของภาษา

การโปรแกรมซี พลัสพลัสซ่ึงเปนแบบทรัพยากรเปด 

 

2. หลักการที่เก่ียวของ 

ความสัมพันธแบบอินพุต-เอาตพุตของ

ระบบเชิงเสนตัวแปรเด่ียวเปนระบบเชิงเหตุ (Causal 

system) ไมแปรตามเวลาและไมมีพลังงานเก็บสะสม

ท่ีเวลาใดๆ คือ 

0

( ) ( ) ( )
t

t
y t g t x dτ τ τ−= ∫  (2)       

โดยท่ี ( )x ⋅ คืออินพุต ( )g ⋅ คือผลตอบสนองอิมพัลส 

ของระบบ และ ( )y ⋅ คือเอาตพุต เม่ือทําการหาผลการ

แปลงลาปลาซของเอาตพุตดวย 

 

0
( ) ( )Y s y t e dt

st∞ −= ∫  (3) 

 

ทําใหเอาตพุตของระบบไมแปรตามเวลาเชิงเสน ถูก

แปลงจากโดเมนเวลา t ไปอยูในโดเมนความถ่ีเชิง 

ซอน  s  ดังนี้ 

 

0 0
( ) ( ) ( )

( )

t
Y s g t x d e e dt

s t s

τ
τ τ τ

τ τ∞ ∞

= =
−

− − − = ∫ ∫ 
 

 (4) 

 

เม่ือใชตัวแปรใหม v t τ−= จะจัดสมการไดเปน 

 

0 0
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

v
Y s g v e dv x e d G s X s

sv s

τ
τ τ

τ∞ ∞

= =

− −= =∫ ∫  (5) 

 

โดยฟงกชันถายโอน (Transfer function) ของระบบ

แอลทีไอ ( )G s  จะมีลักษณะดังตอไปนี้ 

 

( )
q qc s c s c s c s cq

r rs b s b s b

q
qG s

r
rs br

− −+ +
=

+ + + +
− −+ + + + +−





1 2
1 2 3 1

1 2
1 2 1

 (6) 

 

ในท่ีซ่ึง ( ), , , ,c i qi = +1 2 3 … 1  และ ( ), , , ,b j rj = 1 2 3 …   

เปนคาคงท่ี สําหรับระบบไมแปรตามเวลาเชิงเสน 

พหุนามตัวเศษของระบบจะมีระดับข้ัน q  และพหุนาม

ตัวสวนมีระดับข้ัน  r   โดยให  q ≤ r  เพ่ือท่ีระบบ จะ 

มีความสามารถเปนไดจริงทางกายภาพ (Physically 

realizable system) สงผลใหเอาตพุตของระบบแอล

ทีไอ ไดผลการคํานวณอยูในรูปฟงกชันตรรกยะดังนี้ 
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( ) ( )
j

sty t Y s e ds
j

j

σ+ ∞
=

π
σ− ∞
∫

1

2  

( )( )
( )

N sY s
D s

=  (7) 

 
ฟงกชันตรรกยะ ( )Y s  จะมี 2 ความเปนไป

ไดเม่ือพิจารณาสัมพันธกับระดับข้ันของ ( )N s  และ 

( )D s  กลาวคือ เม่ือกําหนดใหระดับข้ันของ ( )N s  
คือ m และระดับข้ันของ ( )D s  คือ n ฟงกชันตรรกยะ 

( )Y s  เปนเศษสวนแท (Proper fraction) เม่ือ m < n 
แตถา m ≥ n แลว ( )Y s  จะเปนเศษเกิน (Improper 
fraction) 

 

2.1 ปริพันธตามเสนเชิงซอนและการ

แปลงลาปลาซผกผัน 

จากท่ีกําหนดใหพหุนาม ( )D s  ของ ( )Y s

มีศูนยท้ังหมด n คาในระนาบเชิงซอน และโดยการ

กําหนดใหจํานวนจริง σ  มีคามากกวา c ( σ  > c) 

เม่ือ c คือสวนจริงของศูนยของพหุนาม ( )D s  ท่ีอยู

ทางขวาสุดของระนาบเชิงซอน แลวอินทิกรัลบรอม

วิช [8] สําหรับคํานวณเอาตพุต ( )y t  ในโดเมนเวลา 

จากเอาตพุต ( )Y s  ในโดเมนความถี่เชิงซอนคือ 

 

 

 

 

หรือ (8) 

[ ] ( )( ) ( )y t Re Y j cos t d
∞

= σ + ω ω ω
π
−∞
∫

1

2  
 

[ ] ( )( )Im Y j sin t d
∞

− σ+ ω ω ω
π
−∞
∫

1

2  
 

 

เม่ือ ( ) ( ) ty t y t e−σ=  และถา ( )y t = 0  เม่ือ t < 0   

ดังนั้น 

 

( ) ( )y t y t+ − =   [ ] ( )( )Re Y j cos t d
∞

σ+ ω ω ω
π
−∞
∫

1

 
 (9) 

[ ] ( )( ) ( )y t Re Y j cos t de

∞
= σ + ω ω ω
π ∫
2

 
0

 

 

เม่ือ ( )y te  คือฟงกชันคูและ ( ) ( ) ( )y t = y t u te  โดย

( )u t คือฟงกชันข้ันหนึ่งหนวย (Unit step function) 

ซ่ึงทําใหไดวา  

 

[ ] ( )( ) ( )
te

y t Re Y j cos t d
∞σ

= σ + ω ω ω
π ∫

2

 
0

 (10) 

 

เม่ือ  t > 0   และเพ่ือนําใชหลักเกณฑสี่เหลี่ยมคางหมู

เชิงประกอบท่ีมีชวงกวางกําหนดโดยจุด  ,=ω 0
0

 

, , , nω ω ω   1 2   และค าคง ท่ี   h   ในลักษณะ

ihi =ω ω
0
+   เ ม่ือ ,i= n  1,2,3,   จึงจัดผลการ

แปลงลาปลาซผกผันใหมดังนี ้

 

[ ] ( )( ) lim ( )
inte

y t Re Y j cos t d
n i i

ωσ
= σ + ω ω ω

π →∞ = ω −

∑ ∫
2

 
 

1 1

 (11) 

 
2.2 การแปลงลาปลาซผกผันเชิงตัวเลข 

อินทิกรัลบรอมวิชของ ( )y t  เม่ือเขียนใหม

โดยใชหลักเกณฑสี่เหลี่ยมคางหมูเชิงประกอบ จะ

ไดผลการแปลงลาปลาซผกผันเชิงตัวเลข ( )y t  ดังนี้ 

[ ] ( )

[ ] ( )

[ ] ( )

( )
( ) lim

( )

( )

t Re Y j cos te h
y t

n
Re Y j cos tn n

n
Re Y j cos ti i

i

σ σ + ω ω
= +

π →∞
σ + ω ω

−
+ σ + ω ω

=










∑


2 0 0

 2

             
2

1

           

1

 (12) 

[ ] [ ] ( )( )
( )

( )
Re Yt Re Y j cos te h i iy t

i

∞σσ + σ + ω ω
=

=π

 
 
 
  
 

∑
 2

 2
1 

 
 

พารามิเตอร σ  ของการแปลงลาปลาซ

ผกผันเชิงตัวเลขเปนผลจากอินทิกรัลบรอมวิช และมี

เกณฑการกําหนดคาตามท่ีกลาวแลวขางตน โดย

สามารถเจาะจงคาท่ีแนนอนได ดวยการพิจารณา

ความจริง ของตัวอยางผลการแปลงลาปลาซผกผัน

ตอไปนี้ โดยการกําหนดให   c c′σ = +    และ 

 

( ) ( )Y s s= +1 1  

( )
( )

[( ) )]

c t j te e d
y t

c j

t je e dc te
c t j

∞′− + ω ω
=

′π + − + + ω
−∞
∞− ω ω′

=
′π + ω

−∞

∫

∫

1

2  1 1

         
2  

 (13) 

 

กรณีตัวอยางนี้เห็นไดชัดวา ( ) ty t e−=  การหาการ

แปลงลาปลาซผกผันเชิงตัวเลข ทําใหเกิดคาคลาด 

เคลื่อนในการหาคาปริพันธ จึงกําหนดให ( )tε  คือคา

คลาดเคลื่อนสัมบูรณ ของการหาปริพันธเชิงตัว เลข

และ ( )y t∆  คือคาคลาดเคลื่อนใน ( )y t  ดังนั้น 

 

( )
( )

tt e c ty t e
−ε ′∆ =

π2  
 (14) 

 

ห รือ เ ขี ยน ใหม ใน รูปค าคลาด เคลื่ อนสั ม พัทธ 

(Relative error) คือ 

 

 ( ) ( )
( )
y t t c te

y t
∆ ε ′=

π2  
 (15) 

 

ท่ีแสดงใหเห็นวาการเลือก c′  ท่ีมีคาโตมากเกินไปจะ

ทําใหพจน  c te ′  ของคาคลาดเคลื่อนสัมพัทธเติบโต

ข้ึนอยางรวดเร็วตามเวลา  t   แตในทางกลับ กันคือ

เม่ือเลือก  c′  มีคานอยจนเกินไปจะสงผลใหคอนทัวร

วางตัวชิดติดกับจุดเอกฐาน ของปริพัทธในอินทิกรัล 

บรอมวิช ดังนั้นจะทําการเลือคา c′  ใหขึ้นกับเวลา t

[9] โดยให  c t′ = 1  ทําใหพารามิเตอร σ  ของการ

แปลงลาปลาซผกผันเชิงตัวเลขกําหนดไดดวย 

 

c
t

σ = + 1  (16) 

 

2.3 ระเบียบวิธีของลาแกร  

การคํานวณคาสวนจริง c  จากศูนยของพหุ

นาม ( )D s  สามารถทําไดดวยระเบียบวิธีของลาแกร 

ท่ีใชความจริงของอนุพันธบนพหุนาม ( )D s  ดังนี้ 

 

 (17 

 

สําหรับใชทําการนิยามคา A ดังสมการ  

 

 (18) 

 

แลวทําการหาอนุพันธเขาไปในผลหารพหุนามขาง 

ตนเพ่ือนิยามคา B 

  

 (19) ( )

( )

( ) ( ) D s
B

D s

D s D s   

  

′
= −

′′− + 2

2

( )( )
n D sD s

s rjj
′ = ∑

−=
 

   1

( )
( )

D
A

s
D s
′

= −
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( ) ( )
j

sty t Y s e ds
j

j

σ+ ∞
=

π
σ− ∞
∫

1

2  

( )( )
( )

N sY s
D s

=  (7) 

 
ฟงกชันตรรกยะ ( )Y s  จะมี 2 ความเปนไป

ไดเม่ือพิจารณาสัมพันธกับระดับข้ันของ ( )N s  และ 

( )D s  กลาวคือ เม่ือกําหนดใหระดับข้ันของ ( )N s  
คือ m และระดับข้ันของ ( )D s  คือ n ฟงกชันตรรกยะ 

( )Y s  เปนเศษสวนแท (Proper fraction) เม่ือ m < n 
แตถา m ≥ n แลว ( )Y s  จะเปนเศษเกิน (Improper 
fraction) 

 

2.1 ปริพันธตามเสนเชิงซอนและการ

แปลงลาปลาซผกผัน 

จากท่ีกําหนดใหพหุนาม ( )D s  ของ ( )Y s

มีศูนยท้ังหมด n คาในระนาบเชิงซอน และโดยการ

กําหนดใหจํานวนจริง σ  มีคามากกวา c ( σ  > c) 

เม่ือ c คือสวนจริงของศูนยของพหุนาม ( )D s  ท่ีอยู

ทางขวาสุดของระนาบเชิงซอน แลวอินทิกรัลบรอม

วิช [8] สําหรับคํานวณเอาตพุต ( )y t  ในโดเมนเวลา 

จากเอาตพุต ( )Y s  ในโดเมนความถี่เชิงซอนคือ 

 

 

 

 

หรือ (8) 

[ ] ( )( ) ( )y t Re Y j cos t d
∞

= σ + ω ω ω
π
−∞
∫

1

2  
 

[ ] ( )( )Im Y j sin t d
∞

− σ+ ω ω ω
π
−∞
∫

1

2  
 

 

เม่ือ ( ) ( ) ty t y t e−σ=  และถา ( )y t = 0  เม่ือ t < 0   

ดังนั้น 

 

( ) ( )y t y t+ − =   [ ] ( )( )Re Y j cos t d
∞

σ+ ω ω ω
π
−∞
∫

1

 
 (9) 

[ ] ( )( ) ( )y t Re Y j cos t de

∞
= σ + ω ω ω
π ∫
2

 
0

 

 

เม่ือ ( )y te  คือฟงกชันคูและ ( ) ( ) ( )y t = y t u te  โดย

( )u t คือฟงกชันข้ันหนึ่งหนวย (Unit step function) 

ซ่ึงทําใหไดวา  

 

[ ] ( )( ) ( )
te

y t Re Y j cos t d
∞σ

= σ + ω ω ω
π ∫

2

 
0

 (10) 

 

เม่ือ  t > 0   และเพ่ือนําใชหลักเกณฑสี่เหลี่ยมคางหมู

เชิงประกอบท่ีมีชวงกวางกําหนดโดยจุด  ,=ω 0
0

 

, , , nω ω ω   1 2   และค าคง ท่ี   h   ในลักษณะ

ihi =ω ω
0
+   เ ม่ือ ,i= n  1,2,3,   จึงจัดผลการ

แปลงลาปลาซผกผนัใหมดังนี ้

 

[ ] ( )( ) lim ( )
inte

y t Re Y j cos t d
n i i

ωσ
= σ + ω ω ω

π →∞ = ω −

∑ ∫
2

 
 

1 1

 (11) 

 
2.2 การแปลงลาปลาซผกผันเชิงตัวเลข 

อินทิกรัลบรอมวิชของ ( )y t  เม่ือเขียนใหม

โดยใชหลักเกณฑสี่เหลี่ยมคางหมูเชิงประกอบ จะ

ไดผลการแปลงลาปลาซผกผันเชิงตัวเลข ( )y t  ดังนี้ 

[ ] ( )

[ ] ( )

[ ] ( )

( )
( ) lim

( )

( )

t Re Y j cos te h
y t

n
Re Y j cos tn n

n
Re Y j cos ti i

i

σ σ + ω ω
= +

π →∞
σ + ω ω

−
+ σ + ω ω

=










∑


2 0 0

 2

             
2

1

           

1

 (12) 

[ ] [ ] ( )( )
( )

( )
Re Yt Re Y j cos te h i iy t

i

∞σσ + σ + ω ω
=

=π

 
 
 
  
 

∑
 2

 2
1 

 
 

พารามิเตอร σ  ของการแปลงลาปลาซ

ผกผันเชิงตัวเลขเปนผลจากอินทิกรัลบรอมวิช และมี

เกณฑการกําหนดคาตามท่ีกลาวแลวขางตน โดย

สามารถเจาะจงคาท่ีแนนอนได ดวยการพิจารณา

ความจริง ของตัวอยางผลการแปลงลาปลาซผกผัน

ตอไปนี้ โดยการกําหนดให   c c′σ = +    และ 

 

( ) ( )Y s s= +1 1  

( )
( )

[( ) )]

c t j te e d
y t

c j

t je e dc te
c t j

∞′− + ω ω
=

′π + − + + ω
−∞
∞− ω ω′

=
′π + ω

−∞

∫

∫

1

2  1 1

         
2  

 (13) 

 

กรณีตัวอยางนี้เห็นไดชัดวา ( ) ty t e−=  การหาการ

แปลงลาปลาซผกผันเชิงตัวเลข ทําใหเกิดคาคลาด 

เคลื่อนในการหาคาปริพันธ จึงกําหนดให ( )tε  คือคา

คลาดเคลื่อนสัมบูรณ ของการหาปริพันธเชิงตัว เลข

และ ( )y t∆  คือคาคลาดเคลื่อนใน ( )y t  ดังนั้น 

 

( )
( )

tt e c ty t e
−ε ′∆ =

π2  
 (14) 

 

ห รือ เ ขี ยน ใหม ใน รูปค าคลาด เคลื่ อนสั ม พัทธ 

(Relative error) คือ 

 

 ( ) ( )
( )
y t t c te

y t
∆ ε ′=

π2  
 (15) 

 

ท่ีแสดงใหเห็นวาการเลือก c′  ท่ีมีคาโตมากเกินไปจะ

ทําใหพจน  c te ′  ของคาคลาดเคลื่อนสัมพัทธเติบโต

ข้ึนอยางรวดเร็วตามเวลา  t   แตในทางกลับ กันคือ

เม่ือเลือก  c′  มีคานอยจนเกินไปจะสงผลใหคอนทัวร

วางตัวชิดติดกับจุดเอกฐาน ของปริพัทธในอินทิกรัล 

บรอมวิช ดังนั้นจะทําการเลือคา c′  ใหขึ้นกับเวลา t

[9] โดยให  c t′ = 1  ทําใหพารามิเตอร σ  ของการ

แปลงลาปลาซผกผันเชิงตัวเลขกําหนดไดดวย 

 

c
t

σ = + 1  (16) 

 

2.3 ระเบียบวิธีของลาแกร  

การคํานวณคาสวนจริง c  จากศูนยของพหุ

นาม ( )D s  สามารถทําไดดวยระเบียบวิธีของลาแกร 

ท่ีใชความจริงของอนุพันธบนพหุนาม ( )D s  ดังนี้ 

 

 (17 

 

สําหรับใชทําการนิยามคา A ดังสมการ  

 

 (18) 

 

แลวทําการหาอนุพันธเขาไปในผลหารพหุนามขาง 

ตนเพ่ือนิยามคา B 

  

 (19) ( )

( )

( ) ( ) D s
B

D s

D s D s   

  

′
= −

′′− + 2

2

( )( )
n D sD s

s rjj
′ = ∑

−=
 

   1

( )
( )

D
A

s
D s
′

= −
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จึงทําใหเขียน B ในพจนของ A ไดดังนี้     

 

 (20) 

 

สงผลใหเม่ือทําการเลือกคา C จากสมการ 

 

 (21) 

 

โดยเลือกเอาคา C ท่ีมี C  มากท่ีสุด จะสงผลให 

พหุนาม ( )D s  ระ ดับ ข้ัน  n  มีศูนย ในระนาบ

เชิงซอน สัมพันธกับ  s  ซ่ึงเปนจํานวนเชิงซอนใดๆ 

อยูในระยะ หาง n C  ของ  s  ในระนาบเชิงซอน 

[10] โดยจะคํานวณศูนยดังกลาวดวยสูตร  

 

new C
s s= + 1  (22) 

 

2.4 คาคลาดเคลื่อนของหลักเกณฑสี่เหลี่ยม

คางหมู 

พิจารณาท่ีชวงกวางใดชวงกวางหนึ่ง ของ

ปริพันธเชิงตัวเลข ตามหลักเกณฑสี่เหลี่ยมคางหมู

ดังนี้ 

 

( ) ( ) ( )
j

I d i j

i

ω

= ω ω = ω − ω

ω
∫    y Y Y  (23) 

 

เม่ือ 

 

[ ] ( )( ) ( )Re Y j cos tω σ + ω ω    y  (24) 

 

และ ( ) ( )′ ω = ωY y  แตจากท่ี j ih= ω −ω  จะได 

 

( ) ( ) ( )
j

h
d IT i j

i

ω

ω ω ≈ = ω + ω

ω

  ∫ 2
     y y y (25) 

 

เนื่องจาก ( )Y jσ + ω  เปนฟงกชันวิเคราะห 

(Analytic function) บนคอนทัวรของ อินทิก รัล 

บรอมวิช ( )ωy  จึงขยายไดดวยอนุกรมเทยเลอร 

 

( ) ( ) ( ) ( )h hj i i′ ′′ω = ω + ω + ξ2
    y y y y  (26) 

 

เม่ือ i jω < ξ < ω  ดังนั้นคา IT  ในสมการขางตนเขียน

ใหมไดเปน 

 

( ) ( ) ( ))
h

I h hT i i′ ′′= ω + ω + ξ 
  

2
2     

2
  y y y  (27) 

 

จากท่ี ( )ωy  คืออนุพันธของ ( )ωY  ทําใหการหา

ปริพันธเขาไปในสมการของ ( )jω y  ได  

 

( ) ( ) ( ) ( )
!

h h
h Cj i i′ ′′ω = ω + ω + ξ +

2 3
 

  
2 3

 Y y y y  (28) 

 

เม่ือ C คือคาคงท่ีของการหาปริพันธและสามารถ

คํานวณคาไดเทากับ 

 

( )C i= ωY  

 

ดังนั้นได 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( )
!

j i

h h
h i i

ω = ω

′ ′′+ ω + ω + ξ
2 3

 
                         

2 3

 Y Y

y y y
  (29) 

หรือ 

( )
( )

B A
D s
D s

= −
′′2

( )( )C n A n nB A 
 
 

−= ± − −1 21

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
!

h h
I hi j i i′ ′′= ω − ω = ω + ω + ξ

2 3
 

   
2 3

  Y Y y y y

 

นําไปสูการคํานวณผลตางระหวาง IT  กับ I  สําหรับ

กําหนดคาคลาดเคลื่อนไดดังนี้ 

 

( )
h

I IT ′′− = ξ
3

 
 

12
 y  (30) 

 

ซ่ึงเห็นไดชัดวา หลักเกณฑสี่เหลี่ยมคางหมูของการ

แปลงลาปลาซผกผันเชิงตัวเลข มีอันดับของการ

ประมาณคา (Order of approximation) อยูท่ี ( )O h 3   

เพราะฉะนั้น การใชหลักเกณฑสี่เหลี่ยมคางหมูเชิง

ประกอบ จะเปดโอกาสใหสามารถเลือกคา h  ใหมี

คานอยเพียงพอท่ีจะทําใหการหาปริพันธเชิงตัวเลข 

มีคาคลาดเคลื่อนยินยอมอยูภายใตความตองการท่ี

กําหนด 

 

2.5 การโปรแกรมเชิงวัตถุของภาษาการ

โปรแกรมซีพลัสพลัส 

คลาส (class) ของภาษาการโปรแกรม 

ซีพลัสพลัส (C++ programming language) จะเปน 

แมแบบในการสรางวัตถุของโอโอพีท่ีมีลักษณะ 

ดังภาพท่ี 1 

 
ภาพที่ 1 แมแบบวัตถุของภาษาการโปรแกรมซีพลัส 

พลัส 

 

ท้ังนี้โดยปกติ ภายในคลาสจะประกอบดวย

สมาชิก 2 แบบคือ สมาชิกขอมูล (data members) 

และสมาชิกฟงกชัน ( function members) ซ่ึง มี

แมแบบดังภาพท่ี 2  

 
ภาพที ่2 แมแบบสมาชิกฟงกชันภายในคลาสของ 

ภาษาการโปรแกรมซีพลัสพลัส 

 

การสรางคลาสใหกับการหาคาการแปลง 

ลาปลาซผกผันเชิงตัวเลข ในท่ีนี้จะทําการสรางท้ังหมด 

2 คลาสเพ่ือใหได 2 ตัวตั้งตนแบบ (constructor) 

ตามหลักการของการโปรแกรมเชิงวัตถุ เพ่ือใชทําการ

คํานวณศูนยของพหุนาม ( )D s  และการคํานวณคา

ของอินทิกรัลบรอมวิช ดวยหลักเกณฑสี่เหลี่ยมคาง

หมูเชิงประกอบ 

 

3. วิธีการดําเนินงาน 

เนื่องจากในการคํานวณศูนย ใหกับพหุนาม

ดวยระเบียบวิธีของลาแกร จะหาไดครั้งละหนึ่งคาถา

เปนศูนยจํานวนจริง และคร้ังละสองคาหากเปนศูนย

เชิงซอน ดังนั้นการคํานวณศูนยท้ังหมด n คาของ 

( )D s ท่ีมีรูปแบบ 

 

( ) n n nD s a s a s a s a s an n n
− −= + + + + +− − 

1 2
1 2 1 0

 

 (31) 

 

จะตองใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลขเพ่ิมเติมดังตอไปนี้ 

 

3.1 ขั้นตอนวิธีของฮอรเนอร  

การท่ีกําหนดให ( )
n k

D s a sk
k
∑=
=0

 มีระดับ

ขั้น n ขั้นตอนวิธีของฮอรเนอรจะคํานวณพหุนาม 
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จึงทําใหเขียน B ในพจนของ A ไดดังนี้     

 

 (20) 

 

สงผลใหเม่ือทําการเลือกคา C จากสมการ 

 

 (21) 

 

โดยเลือกเอาคา C ท่ีมี C  มากท่ีสุด จะสงผลให 

พหุนาม ( )D s  ระ ดับ ข้ัน  n  มีศูนย ในระนาบ

เชิงซอน สัมพันธกับ  s  ซ่ึงเปนจํานวนเชิงซอนใดๆ 

อยูในระยะ หาง n C  ของ  s  ในระนาบเชิงซอน 

[10] โดยจะคํานวณศูนยดังกลาวดวยสูตร  

 

new C
s s= + 1  (22) 

 

2.4 คาคลาดเคลื่อนของหลักเกณฑสี่เหลี่ยม

คางหมู 

พิจารณาท่ีชวงกวางใดชวงกวางหนึ่ง ของ

ปริพันธเชิงตัวเลข ตามหลักเกณฑสี่เหลี่ยมคางหมู

ดังนี้ 

 

( ) ( ) ( )
j

I d i j

i

ω

= ω ω = ω − ω

ω
∫    y Y Y  (23) 

 

เม่ือ 

 

[ ] ( )( ) ( )Re Y j cos tω σ + ω ω    y  (24) 

 

และ ( ) ( )′ ω = ωY y  แตจากท่ี j ih= ω −ω  จะได 

 

( ) ( ) ( )
j

h
d IT i j

i

ω

ω ω ≈ = ω + ω

ω

  ∫ 2
     y y y (25) 

 

เนื่องจาก ( )Y jσ + ω  เปนฟงกชันวิเคราะห 

(Analytic function) บนคอนทัวรของ อินทิก รัล 

บรอมวิช ( )ωy  จึงขยายไดดวยอนุกรมเทยเลอร 

 

( ) ( ) ( ) ( )h hj i i′ ′′ω = ω + ω + ξ2
    y y y y  (26) 

 

เม่ือ i jω < ξ < ω  ดังนั้นคา IT  ในสมการขางตนเขียน

ใหมไดเปน 

 

( ) ( ) ( ))
h

I h hT i i′ ′′= ω + ω + ξ 
  

2
2     

2
  y y y  (27) 

 

จากท่ี ( )ωy  คืออนุพันธของ ( )ωY  ทําใหการหา

ปริพันธเขาไปในสมการของ ( )jω y  ได  

 

( ) ( ) ( ) ( )
!

h h
h Cj i i′ ′′ω = ω + ω + ξ +

2 3
 

  
2 3

 Y y y y  (28) 

 

เม่ือ C คือคาคงท่ีของการหาปริพันธและสามารถ

คํานวณคาไดเทากับ 

 

( )C i= ωY  

 

ดังนั้นได 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( )
!

j i

h h
h i i

ω = ω

′ ′′+ ω + ω + ξ
2 3

 
                         

2 3

 Y Y

y y y
  (29) 

หรือ 

( )
( )

B A
D s
D s

= −
′′2

( )( )C n A n nB A 
 
 

−= ± − −1 21

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
!

h h
I hi j i i′ ′′= ω − ω = ω + ω + ξ

2 3
 

   
2 3

  Y Y y y y

 

นําไปสูการคํานวณผลตางระหวาง IT  กับ I  สําหรับ

กําหนดคาคลาดเคลื่อนไดดังนี้ 

 

( )
h

I IT ′′− = ξ
3

 
 

12
 y  (30) 

 

ซ่ึงเห็นไดชัดวา หลักเกณฑสี่เหลี่ยมคางหมูของการ

แปลงลาปลาซผกผันเชิงตัวเลข มีอันดับของการ

ประมาณคา (Order of approximation) อยูท่ี ( )O h 3   

เพราะฉะนั้น การใชหลักเกณฑสี่เหลี่ยมคางหมูเชิง

ประกอบ จะเปดโอกาสใหสามารถเลือกคา h  ใหมี

คานอยเพียงพอท่ีจะทําใหการหาปริพันธเชิงตัวเลข 

มีคาคลาดเคลื่อนยินยอมอยูภายใตความตองการท่ี

กําหนด 

 

2.5 การโปรแกรมเชิงวัตถุของภาษาการ

โปรแกรมซีพลัสพลัส 

คลาส (class) ของภาษาการโปรแกรม 

ซีพลัสพลัส (C++ programming language) จะเปน 

แมแบบในการสรางวัตถุของโอโอพีท่ีมีลักษณะ 

ดังภาพท่ี 1 

 
ภาพที่ 1 แมแบบวัตถุของภาษาการโปรแกรมซีพลัส 

พลัส 

 

ท้ังนี้โดยปกติ ภายในคลาสจะประกอบดวย

สมาชิก 2 แบบคือ สมาชิกขอมูล (data members) 

และสมาชิกฟงกชัน ( function members) ซ่ึง มี

แมแบบดังภาพท่ี 2  

 
ภาพที ่2 แมแบบสมาชิกฟงกชันภายในคลาสของ 

ภาษาการโปรแกรมซีพลัสพลัส 

 

การสรางคลาสใหกับการหาคาการแปลง 

ลาปลาซผกผันเชิงตัวเลข ในท่ีนี้จะทําการสรางท้ังหมด 

2 คลาสเพ่ือใหได 2 ตัวตั้งตนแบบ (constructor) 

ตามหลักการของการโปรแกรมเชิงวัตถุ เพ่ือใชทําการ

คํานวณศูนยของพหุนาม ( )D s  และการคํานวณคา

ของอินทิกรัลบรอมวิช ดวยหลักเกณฑสี่เหลี่ยมคาง

หมูเชิงประกอบ 

 

3. วิธีการดําเนินงาน 

เนื่องจากในการคํานวณศูนย ใหกับพหุนาม

ดวยระเบียบวิธีของลาแกร จะหาไดครั้งละหนึ่งคาถา

เปนศูนยจํานวนจริง และคร้ังละสองคาหากเปนศูนย

เชิงซอน ดังนั้นการคํานวณศูนยท้ังหมด n คาของ 

( )D s ท่ีมีรูปแบบ 

 

( ) n n nD s a s a s a s a s an n n
− −= + + + + +− − 

1 2
1 2 1 0

 

 (31) 

 

จะตองใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลขเพ่ิมเติมดังตอไปนี้ 

 

3.1 ขั้นตอนวิธีของฮอรเนอร  

การท่ีกําหนดให ( )
n k

D s a sk
k
∑=
=0

 มีระดับ

ขั้น n ขั้นตอนวิธีของฮอรเนอรจะคํานวณพหุนาม 
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 (32) 

 

ท่ีมีระดับขั้นนอยกวา ( )D s  อยู 1 ท่ีทําใหสมการ

ตอไปนี้เปนความจริง 

 

 (33) 

 

เม่ือ  r  คือเศษเหลือและ s0  คือคาคงท่ี  โดยใชวิธี

ทําซํ้า (iteration) ตอไปนี้ 

 

;b a s b n kk k k= + ≥ ≥−      01 0  (34) 

 

เม่ือ bn = 0  และ r b−= 1  

 

3.2 การหารสังเคราะห   

สัมประสิทธ์ิของ ( )D s  ประกอบดวย  ;ak  

k n≤ ≤ 0   ดังนั้นหากกําหนดวา  ( )
n k

q s b sk
k

−
∑=
=

2

2

 

คือผลหารของ ( )D s  ดวย s us v− −2  และมีเศษ

เหลือ ( )r s  จะไดวา 

 

( ) ( )
n nk ka s b s s us v r sk k

k k

−∑ ∑= − − +
= =

2 2

0 2
 (35) 

 

การคํานวณหา ( )q s ดวยวิธีทําซํ้า 

 

;b a ub vb n kk k k k= + + ≥ ≥+ +    1 2 2  (36) 

 

และ  ( ) ( )r s b s u b= − +1 0   เม่ือ  b bn n+ += =1 2 0   คือ 

การหารสังเคราะห  

 

3.3 การคูณซอนใน   

เนื่องจากพหุนาม ( )P s  ท่ีมีระดับขั้น  n

สามารถเขียนได ในลักษณะการคูณซอนใน  

 

( ) ( ((( ) ) ) ) )P s a s a s a s a s an n n= + + + + +− − 1 2 1 0
 

 (37) 

 

ดังนั้นการประเมินคาพหุนามจะดําเนินการดวยวิธี

ทําซํ้าตอไปนี้ 

 

;P P s a n kk k k= + ≥ ≥− −      11 0 1  (38) 

 

เ ม่ือ  P an n=  และ ( )P s P=0 0  เ พ่ือ ใช ในการ

ประเมินคาของ ( )Y s  ซ่ึงประกอบดวย ( )N s  และ 

( )D s  ท่ีคาคงท่ีจํานวนเชิงงซอน s0 ใดๆ ในการ

แปลงลาปลาซผกผันเชงิตัวเลข  

 

3.4 การสรางคลาสสําหรับคํานวณศูนย

ของพหุนาม  

บทความนี้ ไดใชไลบรารีมาตรฐานซีพลัส 

พลัส สําหรับนําระเบียบวิธีเชิงตัวเลขท่ีไดสรางข้ึน ท้ัง

ในสวนของหลักการท่ีเกี่ยวของกอนหนา และข้ันตอน

วิธีตางๆ ท่ีไดนําเสนอดังนั้น คลาสท่ีออกแบบสําหรับ

การคํานวณศูนยของพหุนาม [11] จึงมีลักษณะดัง

ภาพท่ี 3 

 

( )
n k

d s b sk
k

−
∑=
=

1

0

( )
( )

D s r

s s
d s

−
=

− 0
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ภาพที่ 3 วัตถุเชิงพหุนามของการโปรแกรมซีพลัส  

พลัส 

 

วัตถุเชิงพหุนามนี้ มีนามทางภาษาการโปรแกรม

ซีพลัสพลัสวา  Class Poly  โดยมีสมาชิกฟงกชัน  

Int Laguerre_Roots(polyRoot*); 

ทําหนา ท่ีคํานวณศูนยของพหุนามดวย 

ระเบียบวิธีของลาแกร และเม่ือคํานวณคาไดสําเร็จ 

พหุนามจะถูกลดทอนระดับข้ันลง ดวยข้ันตอนวิธีของ

ฮอรเนอร โดยสมาชิกฟงกชัน 

 

Poly Horner Divide(double, double, double); 

 

เม่ือศูนยของพหุนามเปนจํานวนจริง  หรือ

ลดทอนระดับข้ันลงดวยการหารสังเคราะหดวยฟงกชัน

สมาชิก 

 

Poly Synthetic_Divide(double, double, double, 

double); 

 

เม่ือศูนยของพหุนามเปนจํานวนเชิงซอน 

การสรางวัตถุเชิงพหุนามตามท่ีวางแบบไว

ในภาพท่ี 3 จะมีตัวตั้งตนแบบดังนี้ 

 

Poly (int, double *); 

 

ซ่ึงจะตองใช 2 อารกิวเมนต ไดแก คาจํานวนเต็ม

ระดับข้ันของพหุนาม และเลขท่ีอยู (Address) ระบุ

คาสัมประสิทธ์ิของพหุนาม การสรางหนวยวัตถุ 

(Instance) ของพหุนามใดๆ ท่ีตองการ เชน 

 

( )
k k k

P s c s c s c s c s ck k k k
− −

= + + + + +− − 
1 2

1 2 1 0
 

 (39) 

 

จะทําโดยการใชขอความสั่ง (Statement) ท่ีมีลักษณะ

ดังตอไปนี้ 

 

Poly Ps = Poly(Degree, Coefficient); 

 

เม่ือ Ps คือชื่อท่ีต้ังใหกับหนวยวัตถุเชิงพหุนาม สวน 

Degree และ Coefficient คือตัวแปรหนวยความจํา

แบบจํานวนเต็ม (ชนิด int) และตัวแปรหนวยความจํา

ชี้ เลขท่ีอยูของแถวลําดับ แบบเลขทศนิยม (ชนิด 

Double) สําหรับการจัดเก็บขอมูลระดับข้ันและ

สัมประสิทธ์ิของพหุนามไว ตามลําดับ เม่ือหนวยวัตถุ

เชิงพหุนามถูกสรางข้ึนแลว การคํานวณศูนยท้ังหมด

ของพหุนามดวยระเบียบวิธีของลาแกรทําไดดวย

ขอความสั่ง 

 

Ps.Laguerre_Roots(Roots); 

 

เม่ือ Roots คือชื่อท่ีต้ังใหกับตัวแปรหนวยความจํา 

ชี้เลขท่ีอยูของขอมูลแบบโครงสราง (Structure) ท่ี

สรางขึ้นดังนี้ 
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typedef struct polyRootTag { 

            double real; 

                    double imag; 

                    Boolean isComplex; 

}polyRoot; 

 

สําหรับทําหนาท่ีจัดเก็บขอมูลศูนยของพหุนามท่ี

คํานวณไดในการโปรแกรม 

 

3.5 การสรางคลาสสําหรับการแปลงลา

ปลาซผกผันเชิงตัวเลข 

การสรางตัวแบบท่ีมีลักษณะเปนนามธรรม

ทางขอมูลเชิงวิธีดําเนินการแปลงลาปลาซผกผันเชิง

ตัวเลขดวยหลักเกณฑสี่เหลี่ยมคางหมู ไดทําการจัด

โครงสรางของสมาชิกขอมูล และสมาชิกฟงกชันใน 

ตัวแบบคลาสซ่ึงไดกําหนดชื่อให เปน NumerInv 

LaplaceTrf ดังภาพท่ี 4 

 
ภาพที่ 4 วัตถุเชิงวิธีดําเนินการแปลงลาปลาซ

ผกผันเชิงตัวเลขดวยหลักเกณฑสี่เหลี่ยมคางหมู 

 

จะเห็นไดชัดในภาพท่ี 4 วาวัตถุเชิงพหุนาม

ถูกบรรจุใหเปนสมาชิกขอมูลของวัตถุเชิงวิธีดําเนิน 

การแปลงลาปลาซผกผันเชิงตัวเลขดวยหลักเกณฑ

สี่เหลี่ยมคางหมู โดยมีสองหนวยวัตถุเชิงพหุนามคือ 

Ns กับ Ds ท่ีจัดใหเปนตัวแปรหนวยความจําชี้เลขท่ี

อยู สําหรับการจัดเก็บขอมูลพหุนามเศษ ( )N s  และ

พหุนามสวน ( )D s  ของฟงกชันตรรกยะ  ( )Y s  ท่ีจะ

ทําการหาการแปลงลาปลาซผกผันเชิงตัวเลข ( )y t  

โดยทุกครั้งท่ีมีการหาผลบวกของพจนตอไปนี้ 

 

[ ] [ ] ( )( )
( )

Re Y
Re Y j cos ti i

i

∞σ
+ σ + ω ω

=
∑  

2
1

 (40) 

 

ใหกับ ( )y t  การคํานวณคา [ ]( )Re Y j iσ + ω  จะ

ดําเนินงานดวยการใชสมาชิกฟงกชันของวัตถุเชิง 

พหุนามตามท่ีออกแบบไวในภาพท่ี 3 คือ 

 

complex<double> 

Evaluate(complex<double>); 

 

สําหรับการคูณซอนในเพ่ือหาคา ( )Y j iσ + ω  ดวย

ขอความสั่งดังตอไปนี้ 

 

complex<double>ns = Ns-> 

Evaluate(complex<double>(C,w)); 

complex<double>ds = Ds-> 

Evaluate(complex<double>(C,w)); 

complex<double>Ys = ns/ds; 

 

เม่ือ ns, ds, และ Ys คือตัวแปรหนวยความจําชนิด

เชิงซอนของไลบรารีมาตรฐานซีพลัสพลัส โดย C และ  

w คือตัวแปรหนวยควาจําท่ีจัดเก็บคา σ  และ iω

ของ Y  ตามลําดับ แตจากท่ีกฎเกณฑในการเลือกคา 

σ  จะตองคํานวณศูนยของพหุนาม ( )D s  ดังนั้นดวย

หนวยวัตถุเชิงพหุนาม Ds ศูนยของพหุนามจะสามารถ

คํานวณไดดวยขอความสั่ง 
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Ds->Laguerre_Roots(Roots);  

 

ซ่ึงแตกตางไปจากแสดงไวกอนหนาเล็กนอย เนื่อง

เพราะ Ds เปนหนวยวัตถุเชิงพหุนามแบบตัวแปร

หนวยความจําชี้เลขท่ีอยู โดยศูนยท้ังหมด n คาของ 

( )D s  ท่ีหาไดจะถูกนํามาเปรียบเทียบเพ่ือหาศูนย

ของพหุนามท่ีมีสวนจริงคามากสุด ดวยขอความสั่ง

ตอไปนี้ 

 

C = Roots[i].real > C ?   

      Roots[i].real : C; 

 

เม่ือ  i  คือตัวแปรหนวยความจําใชเปนดัชนีเพ่ิมคา

จาก  , , , ,i n= −1 2 3 … 1   ท้ังนี้จะตองมีการกําหนดคา

ใหกับตัวแปรหนวยความจํา  C  ไวกอนดวย 

 

C = Roots[0].real; 

 

ทําใหเกณฑ c tσ = + 1  ทําไดโดยการปรับปรุงคาใน

ตัวแปรหนวยความจํา  C  ดวยขอความสั่ง 

 

C+=1/t; 

 

การคํานวณคา ( )Y s  ยังตองใชคา iω  ท่ี

จัดเก็บลงในตัวแปรหนวยความจํา ดังนั้นเม่ือใชตัวแปร

หนวยความจํา w เปนท่ีจัดเก็บคาภายในตัวแปร

หนวยความจํานี้จึงควรมีคาแปรจาก 0 ไปจนถึงอนันต 

เพราะการแปลงลาปลาซผกผันเชิงตัวเลข ตองหา

ผลบวก [ ] ( )( )Re Y j cos ti ii
∞

σ + ω ω
=∑ 1

 ท่ีเปนอนุกรม

อนันต ซ่ึงไมสามารถดําเนินการไดบนคอมพิวเตอร 

เนื่องจากหนวยความจํามีความจุท่ีจํากัด ดังนั้นดวย

การเจาะจงหาผลการแปลงลาปลาซผกผันเฉพาะกับ 

( )Y s ท่ีเปนเศษสวนแทจึงทําให 

 
( )

lim ( ) lim
( )

N j
Y j

D j
σ + ω

σ + ω =
σ + ωω→∞ ω→∞

= 0  (41) 

 

ดวยเหตุนี้ วัตถุเชิงวิธีดําเนินการแปลงลาปลาซผกผัน

เชิงตัวเลขดวยหลักเกณฑสี่เหลี่ยมคางหมู จะกําหนด

จํานวนบวกคานอย ε  ข้ึนมาจัดเก็บในตัวแปร

หนวยความจําท่ีเปนสมาชิกขอมูลตามภาพท่ี 4 ดังนี้ 

 

double Epsilon; 

 

โดยจะทําการหยุดคํานวณหาผลบวกของอนุกรม

อนันตท่ีคา N
Nh= ωω

0
+  เม่ือ 

 
( )

( )
( )

N
N

N

N j
Y j

D j
σ + ω

σ + ω =
σ + ω

< ε             (42) 

 

สิ่งนี้ทําให วัตถุเชิงวิธีดําเนินการแปลงลาปลาซผกผัน

เชิงตัวเลขดวยหลักเกณฑสี่เหลี่ยมคางหมู ใชระเบียบ

วิธี ( )y tTRP  ตอไปนี้ 

 
[ ]

[ ] ( )
( )

( )

( )
( )

N ;Y j N

Re Y

te h
y tTRP

Re Y j cos ti i
i

σ+ ω

σ
+

σ
= <ε

π
σ + ω ω

=

 
 
 
 
 
 
 

∑


2
2

 

1

 
   (45) 

 

ดําเนินงานดวยการใชสมาชิกฟงกชัน ของวัตถุทาง

โปรแกรม (Programmatic object) แสดงไวในภาพ

ท่ี 4 คือ Void Trapezoid(float);  
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การหาผลการแปลงลาปลาซผกผันเชิงตัวเลข โดย

ฟงกชันสมาชิกนี้  ดําเนินโดยสรางหนวยวัตถุเชิง

วิธีดําเนินการแปลงลาปลาซผกผันเชิงตัวเลข ดวย

หลักเกณฑสี่เหลี่ยมคางหมู ท่ีตองอาศัยตัวตั้งตน แบบ 

 

NumerInvLaplaceTrf(Poly *,  

Poly *, float, float); 

 

ประกอบดวย 4 อารกิวเมนต (arguments) ในการ

สรางหนวยวัตถุดังกลาวคือ วัตถุเชิงพหุนามสําหรับ 

ตัวเศษ ( )N s  วัตถุเชิงพหุนามตัวสวนสําหรับ ( )D s

จํานวนบวกคานอย ε  และคาคลาดเคลื่อนยินยอม 

ของการใชหลักเกณฑสี่เหลี่ยมคางหมูเชิงประกอบ

ตามลําดับ 

 

3.6 การสรางหนวยวัตถุเชิงวิธีดําเนินการ

แปลงลาปลาซผกผันเชิงตัวเลขดวยหลักเกณฑ

สี่เหลี่ยมคางหมู 

เนื่องจากตองอาศัยวัตถุเชิงพหุนาม จึงตอง

ทําการสรางวัตถุเชิงพหุนาม ดวยตัวต้ังตนแบบ ดังท่ี

ปรากฏในภาพท่ี 3 ดังนี้ 

 

Poly Ns = Poly(DEG, COEFF); 

 

เม่ือ DEG คือตัวแปรหนวยความจําชนิดจํานวนเต็ม 

และ COEFF คือตัวแปรหนวยความจําแบบตัวชี้ โดย 

Ns คือหนวยวัตถุเชิงพหุนามสําหรับพหุนาม ( )N s

ตามกําหนด ในทํานองเดียวกัน 

 

Poly Ds = Poly(deg, coeff);  

 

คือการสรางหนวยวัตถุเชิงพหุนาม สําหรับพหุนาม 

( )D s ตามกําหนด วัตถุเชิงพหุนามท้ัง Ns จะ Ds ถูก

นําไปสรางหนวยวัตถุเชิงวิธีดําเนินการแปลงลาปลาซ

ผกผันเชิงตัวเลขดวยหลักเกณฑสี่ เหลี่ยมคางหมู 

ดังขอความสั่งตอไปนี้ 

 

NumerInvLaplaceTrf NILT =  

NumerInvLaplaceTrf(&Ns, &Ds, 

Eps, Tolerance);  

 

เม่ือ NILT คือหนวยวัตถุดังกลาว ผลเฉลยเชิงตัวเลข

ของการแปลงลาปลาซผกผัน ณ เวลาใดเวลาหนึ่ง จะ

ดําเนินการดวยการใชเพียง 2 ขอความคําสั่ง 

 

NILT.Trapezoid(t); 

NILT.NILTanswer.Answer; 

 

เม่ือ t คือตัวแปรหนวยความจําสําหรับคาเวลาท่ีใชหา

ผลการแปลงลาปลาซผกผันเชิงตัวเลข โดยแตละคร้ัง

ในการปฏิบัติขอความสั่งนี้ ผลการคํานวณและขอมูล

เกี่ยวของประกอบการคํานวณ จะถูกบันทึกลงใน 

ตัวแปรหนวยความจําขอมูลแบบโครงสราง  

 

struct NILTsolution  NILTanswer;  

 

ซ่ึงเปนสมาชิกขอมูล ของวัตถุทางโปรแกรมเดียวกันนี้

และกําหนดตัวแบบโครงสรางไวแลวใหประกอบดวย 

 

struct NILTsolution { 

 double Answer; 

 float Time; 

 long int Number_n; 
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 double Step_h; 

double RelatError; 

}; 

 

การเขาถึงผลเฉลยเชิงตัวเลข ท่ีคาเวลาในตัวแปร

หนวยความจํา t จึงตองกระทําผานตัวแปรหนวย 

ความจํา Answer ดังท่ีแสดงไวในขอความสั่งขางตน 

 

4. ผลการดําเนินงาน 

ดวยวัตถุเชิงวิธีดําเนินการแปลงลาปลาซ

ผกผันเชิงตัวเลขดวยหลักเกณฑสี่เหลี่ยมคางหมูท่ี

สรางขึ้น สามารถใชในการหาผลเฉลย 

 

( )
( ) s s s

s s s
Y

s
s + + +

+
=

+ +

5 32 122 60

7 2 32

3

3 60

2

 (46) 

 

ซ่ึงมีผลการแปลงลาปลาซผกผันคอื 

 

( )( ) (cos sin ) ( )t ty t e e t t u t− −= + + +3 21 3 4 2 4  (47) 

 

โดยการใชภาษาการโปรแกรมซีพลัสพลัส สรางหนวย

วัตถุของวัตถุเชิงพหุนามจํานวน 2 หนวยคือ Ns และ 

Ds ท่ีแสดงอยูในภาพท่ี 5 สําหรับนําไปสรางหนวย

วัตถุเชิงวิธีดําเนินการแปลงลาปลาซผกผันเชิงตัวเลข

ดวยหลักเกณฑสี่เหลี่ยมคางหมูในนาม NILT 

 
ภาพที่ 5 โปรแกรมคํานวณผลการแปลงลาปลาซ

ผกผันเชิงตัวเลขดวยหลักเกณฑสี่เหลี่ยมคางหมู  

 

ซ่ึงมีผลการทํางานของโปรแกรมแสดงดังตอไปนี้ 

 
ภาพที่ 6 ผลการแปลงลาปลาซผกผันเชิงตัวเลข 

 

ดวยหลักเกณฑสี่เหลี่ยมคางหมูของหนวยวัตถุ NILT 

โปรแกรมในภาพท่ี 5 ไดสรางวัตถุเชิงพหุนาม 2 

หนวยวัตถุจาก   ( )N s s s s= + + +5 32 1223 2 60    และ 

( ) ( )D s s s s s= + + +7 322 603    เพ่ือหนวยวัตถุ   NILT 

จะทําการหาผลการแปลงลาปลาซผกผันเชิงตัวเลข 

( )y ti  ท้ังหมด 10 คาตามกําหนดในโปรแกรม ไดแก 

( . ),y 0 25 ( . ), ( . ), , ( . )y y y0 5 0 75 2 5  การคํ านวณมีค า 

เฉลี่ยของคาคลาดเคลื่อนยินยอม -61.84436×10  และ

คาเฉลี่ยชวงกวาง h  ของหลักเกณฑสี่เหลี่ยมคางหมู

เชิงประกอบคือ 0.198386  โดยการเปรียบเทียบผล
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การแปลงลาปลาซผกผันท่ีแทจริง ( )y t  กับผลการ

แปลงลาปลาซผกผันเชิงตัวเลข ( )y ti  ท่ีใชหนวยวัตถุ 

NILT แสดงดังตารางท่ี 1 

ตารางที่ 1 การเปรียบเทียบผลการแปลงลาปลาซ

ผกผันท่ีแทจริง ( )y t  กับผลการแปลงลาปลาซผกผัน

เชิงตัวเลข ( )y ti  ท่ีใชหนวยวัตถุ  NILT  ในโปรแกรม

ดังภาพท่ี 5 

 
คาคลาดเคลื่อนเฉลี่ยของผลการดําเนินงานอยูใน 

ระ ดับตํ่ามากคือกราฟเปรียบเทียบคากับเม่ือใชเวลา   

จํานวน 10 คาและ 50 คาแสดงดังภาพท่ี 7   

 
ภาพที่ 7 ผลการแปลงลาปลาซผกผันเชิงตัวเลข

ของหนวยวัตถุเชิงโปรแกรม NILT เปรียบเทียบกับ

ผลเฉลยแทจริง   

 

เม่ือทดลองนําวัตถุเชิงวิธีดําเนินการแปลงลาปลาซ 

ผกผันเชิงตัวเลขดวยหลักเกณฑสี่เหลี่ยมคางหมู ไปใช

ในงานระบบควบคุมจริง คือระบบขับเคลื่อนมอเตอร

ไฟฟากระแสตรง [12] ซ่ึงมีแบบจําลองแสดงดังภาพท่ี 8 

 
ภาพที่ 8 แผนภาพกลองระบบขับเคลื่อนมอเตอร 

ไฟฟากระแสตรง 

 

และฟงกชันถายโอนรวมของระบบคือ 

( )
( ).

G s
D s

s s

s s s
=

× + × + ×

+ + × +  

11 2 12 12 1.1185 10 1.4036 10 4.3864 10

7 6 4 51 0 355.9204 4.2218 10

 (48) 

เม่ือ  

( )( ) ,D sD s s s= +× + ×6 4 7 32.2019 10  5.7376 10

( )D s s s= × + × + ×8 2 9 108.3654 10 6.1760 10 1.9300 10  
 

กราฟผลตอบสนอง ข้ันหนึ่ งหน วย  (Unit step 

response) ของฟงกชันถายโอนนี้สามารถคํานวณได 

โดยใชฟงกชัน STEP(SYS) ของซอฟตแวรสําเร็จรูป 

MATLAB ท่ีแสดงดังภาพท่ี 9 (ภาพซาย) 

 
ภาพที่ 9 ผลตอบสนองข้ันหนึ่งหนวย ภาพซายใช 

โปรแกรม MATLAB ภาพขวาใชหนวยวัตถุเชิง

โปรแกรม NILT 
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ผลตอบสนองข้ันหนึ่งหนวยของระบบเดียว 

กันนี้ ยังสามารถหาไดดวยการใช ผลการแปลงลาปลาซ

ผกผันเชิงตัวเลขของหนวยวัตถุเชิงโปรแกรม NILT ซ่ึง

ในภาพท่ี 9 ทางขวา เปนผลจาการปรับปรุงคาของ

หนวยวัตถุเชิงพหุนาม Ns และ Ds ของโปรแกรมเดิม

ในภาพท่ี 5 ใหเปนไปตามฟงกชันถายโอนรวม ( )G s

ขางตนโดยใชคาเวลา t  จํานวน 60 คา ท่ีมีขั้นการ

เพ่ิมคาขั้นละ 0.01 หนวย  

วัตถุเชิงวิธีดําเนินการแปลงลาปลาซผกผัน

เชิงตัวเลขดวยหลักเกณฑสี่เหลี่ยมคางหมูท่ีสรางขึ้น

ของบทความยังคงคํานวณไดผลเร็ว และเปนปกติเม่ือ

ใชจํานวนของคาเวลา t  ใหมีจํานวนมากเพ่ิมขึ้น 

สามารถสังเกตไดจากผลตอบสนองข้ันหนึ่งหนวย 

ของแผนภาพกลองระบบควบคุมเชิงเสน 2 ระบบ ท่ี

แสดงในภาพท่ี 9 โดยแผนภาพดานบนมีฟงกชันถาย

โอนรวมคือ 

 

( ) s sG s
s s s s s

+ +
=

+ + + + +

2 2 3 1
1 5 4 3 25 12 14 3 1 

 (49) 

 

และฟงกชันถายโอนรวมของแผนภาพดานลางคือ 

 

( )
.

G s
s s

=
+ +

2
5400

22 2 5 5402
 (50) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
ภาพที่ 10 แผนภาพกลองของระบบควบคุมเชิงเสน 

2 ระบบสําหรับใชทดสอบหาผลตอบสนองข้ันหนึ่ง

หนวยดวยหนวยวัตถุเชิงโปรแกรม NILT   

 

 

 
ภาพที ่11 ผลการแปลงลาปลาซผกผันเชิงตัวเลขดวย

หลักเกณฑสี่เหลี่ยมคางหมู คํานวณผลตอบสนองข้ัน

หนึ่งหนวยโดยหนวยวัตถ ุNILT   
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100 คา ขั้นการเพ่ิมคาขั้นละ 1 หนวย ขณะท่ี ( )G s2  

ใชคาเวลา t  จํานวน 250 คา มีข้ันการเพ่ิมคาข้ันละ 

0.006 หนวย และใชเวลาในการปฏิบัติโปรแกรม 

0.187 และ 0.246 วินาทีตามลําดับ ท้ังนี้เปนการ

พัฒนาโปรแกรมบนไอดีอี (Integrated Develop- 

ment Environment; IDE) ท่ีเปนแบบทรัพยากร

เปดรูจักในนาม “CODE::BLOCK” รุน 16.01 โดยใช

ตัวแปลโปรแกรม (compiler) “GNU GCC” บน

ระบบปฏิบัติการ “Windos 8.1” ตัวประมวลผล 

“Intel(R) Cor(TM) i7-4710HQ CPU@2.5 GHz”   

ผลการทํางานของหนวยวัตถุเชิงโปรแกรม NILT ใน

การคํานวณผลตอบสนองข้ันหนึ่งหนวยของระบบ

ควบคุมในภาพท่ี 10 เม่ือเปรียบเทียบกับฟงกชัน 

STEP(SYS) ของซอฟตแวรสําเร็จรูป MATLAB แสดง

ดังภาพท่ี 12 

 

 
ภาพที่ 12 ผลตอบสนองข้ันหนึ่งหนวย ภาพซาย

ของระบบภาพขวาของระบบ   

 

5. สรุปผลการทดลอง 

วัตถุเชิงวิธีดําเนินการแปลงลาปลาซผกผัน

เชิงตัวเลขดวยหลักเกณฑสี่เหลี่ยมคางหมูท่ีมีชื่อของ

คลาสในนาม  NumerInvLaplaceTrf  สําหรับการ

คํานวณผลการแปลงลาปลาซผกผัน โดยใชระเบียบ

วิธี ( )y tTRP  ท่ีสรางข้ึน ถึงแมวาในแตละชวงกวาง 

h  สูตรปริพันธเชิงตัวเลขดวยหลักเกณฑสี่เหลี่ยมคาง

หมู จะมีคาคลาดเคลื่อนอยูในระดับ ( )O h 3   แตดวย

การกําหนดจํานวนบวกคานอย ε  ขึ้นมาใชเปนเกณฑ

ในการคํานวณภายใน ( )y tTRP  ทําใหสามารถแปร

ค าช ว งกว า ง  h  ให มีค านอยลงจนกระ ท่ั งการ 

หาปริพันธเชิงตัวเลขมีคาคลาดเคลื่อน ยินยอมตาม

กําหนด จึงเปนผลใหการใชหนวยวัตถุเชิงวิธีดําเนิน 

การแปลงลาปลาซผกผันเชิงตัวเลขดวยหลักเกณฑ

สี่เหลี่ยมคา งหมู ในนามหนวยวัตถุ NILT ท่ีผานมา

ประสบผลสําเร็จ มีคาคลาดเคลื่อน และคาคลาด 

เคลื่อนยินยอมในระดับต่ําเปนท่ีนาพอใจเม่ือเปรียบ 

เทียบกับผลเฉลยจริง โดยเฉพาะเม่ือนําไปใชหา

ผลตอบสนองข้ันหนึ่งหนวย ของระบบควบคุมแอลที

ไอ และทําการเปรียบเทียบผลกับการใชฟงกชัน 

STEP(SYS) ของซอฟตแวรสําเร็จรูป MATLAB พบวา

ผลตอบสนองขั้นหนึ่งหนวยเชิงตัว เลขของหนวยวัตถุ 

NILT มีคาตกลงบนกราฟผลตอบสนองข้ันหนึ่งหนวย

ของ MATLAB บนทุกๆ จุด ท้ังนี้ยังไดทดลองเพ่ิม

จํานวนคาเวลา t  ในการหาผลการแปลงลาปลาซ

ผกผันเชิงตัวเลขของหนวยวัตถุ NILT พบวาตาม

สภาพแวดลอมของการพัฒนาโปรแกรมท่ีกําหนด ใช

เวลาปฏิบัติโปรแกรมตํ่ากวา 1 วินาที และยังเปนการ

พัฒนาโปรแกรมบนไอดีอีและตัวแปลโปรแกรม ท่ีเปน

แบบแหลงทรัพยากรเปดดวยภาษาการโปรแกรม

ซีพลัสพลัส 
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